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Bevezetés

Egy matematika-fizika szakos tanar gyakorta szembesiilhet azzal, hogy ha matematikadrin egy
feladathoz kapcsoléddan elGkeriil a fizika, a didkok egy része elzarkézik, mondvan az egy maésik
tantargy; ugyanigy fizikadran sem fogadjak tulzott lelkesedéssel, ha példaul képletek rendezésekor
vagy mértékegységek meghatarozdasakor matematikabdl tanult algebrai Gsszefiiggésekre hivatko-
zunk. Olykor a nem fizika szakos matematikatanarok kozott is tapasztalhatunk némi idegenkedést
a fizikatoél. Pedig a matematika és a fizika nem egymastol élesen elkiiloniilo tantdrgy, hanem éppen
ellenkezdleg, a természettudomany két szorosan Osszefondédéd teriilete. Ennek a hétkéznapi ember
szaméara is szembetind megnyilvanulasa az, hogy a természeti jelenségeket a matematika segitsé-

gével irjuk le. Galilei szavait idézve (lasd [30, 216. oldal]):

»A filozéfia abban a nagy kényvben van irva, amely nyitva 4ll mindenkor szemeink
el6tt: az univerzumra gondolok; de nem olvashatjuk mindaddig, mig meg nem tanultuk
a nyelvét, és nem bardtkoztunk meg a jelekkel, amelyekkel {rva van. A matematika
nyelvén van irva, és betiii a haromszogek, korok, és mas geometriai alakzatok, amelyek

ismerete nélkiil lehetetlen egyetlen szét is megérteni.”

Ugyanakkor a matematika és a fizika kozott egy forditott irdnya kapcsolat is fellelhetd, mert szamos
elméleti matematikai probléma természettudoméanyos kérdések vizsgalata soran vet6dott fel.

Ebben a szakdolgozatban f6 célunk az, hogy néhany kevésbé ismert, de nagyon latvanyos pél-
dan keresztiil ravilagitsunk arra, hogy milyen szoros kapcsolatban all egymaéssal a matematika és
a fizika, nemcsak egyetemi, hanem mar koézépiskolas szinten is. Ezaltal szeretnénk kicsit kdzelebb
hozni egymashoz a két tantargyat didk és tanar szamara egyarant. Egy-egy konkrét témakor koré
épitve els6 latasra pusztan matematikai jelleglinek tinG Osszefiiggéseket ruhdzunk fel fizikai tar-
talommal és oldunk meg fizikai elvek mentén matematikafeladatokat. Az elékeriil témék jelentGs
része a kozépiskolai matematika és fizika kozépszintii vagy emelt szintli tananyagahoz jol illeszkedik,
némelyikiik szakkori foglalkozas keretében targyalhato.

Az elsé fejezetben a tomegkozéppont szemléletes fogalmabdl kiindulva mutatunk be nevezetes
Osszegeket, a masodik fejezetben egyendramu elektromos hélézatok segitségével igazolunk nevezetes
kozepek kozotti és egyéb egyenlotlenségeket, a harmadik fejezetben pedig az energiaminimum elvére
tamaszkodva oldunk meg széls6érték-feladatokat.

A fejezetek utolsé szakaszaban a tanitdsi vonatkozasokra tériink ki. Attekintjiik, hogy az adott
fejezetekben szereplé matematikai és fizikai fogalmak megjelennek-e a kiilonb6z6 tantervekben, és
ha igen, mely évfolyamok kévetelményei kézott. Ehhez kapcesoloddéan mind matematikabol, mind

fizikabol néhany tankonyvcesaladot is szemiigyre vesziink és Osszevetjiik a targyalasmédokat.






1. fejezet

Tomegkozéppont és oOsszegek

A fejezetben el6szor a tOomegkozéppont szemléletes fogalmat vezetjik be, majd ennek segitségével
érdekes, tobbségében a kozépiskolabdl is ismert Osszegeket adunk meg zart alakban. Elékeriil az
els6 n pozitiv egész szam Osszege, négyzetosszege, szamtani sorozat Osszegképlete, tovabba bino-
midlis egyiitthatdokat tartalmazé Osszegek. Ezek elsé latasra mind tisztdn matematikainak tind
Osszefiiggések, de — mint ahogy a kovetkezOkben kideriil — fizikai tartalommal ruhazhatok fel. A
kozépiskolabol kevésbé ismert Osszefiiggéseket pusztan matematikai tton is bebizonyitjuk. Ez a

fejezet a [6] eldadés felépitését koveti, amelynek alapjaul az [5] cikk eredményei szolgalnak.

1.1. Tomegpontok egy egyenesen

A legegyszeriibb egyensulyi feladat, amelyet a gyerekek tapasztalati szinten méar az évodabol is-
mernek, a mérleghinta egyensilya. A Nemzeti Alaptanterv (NAT) szerint fizikabdl 7-8. osztalyos
tananyag a forgatényomaték fogalma és egyszerii példakban az egyensily vizsgalata. Ilyenkor az
er6knek a forgastengelyre vett forgaté hatdsat irjuk fel, melynek eléjelét a feladathoz tartozé abrarol
tudjuk leolvasni. Megéllapodés szerint az éramutatd jarasaval ellentétes irdnyt tekintjiik pozitiv-
nak. (Valgjaban ezeknél a példaknal nincs igazan jelent&sége annak, hogy melyik a pozitiv forgasi
irdny). Példaul az abran az x, aldtdmasztasi pontra nézve az Fy erd pozitiv irdnya forgatd
hatast fejt ki, mig az F» negativat (a forgastengely az x, aldtdmasztdsi ponton dtmend, az abra

sikjdra merdleges egyenes).

)
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1.1. dbra. Mérleghinta egyenstlya
Az er6k forgat6 hatdsat, a forgatényomatékot (jele: M), gy kaphatjuk meg, hogy az eré nagy-
sdgat (F') és az erkart (k), vagyis az er6 hatdsvonalanak a forgdstengelyt6l mért tavolsagat Ossze-

szorozzuk, azaz M = F - k. Egyensulyi helyzetben az ellentétes iranyt forgatd hatasok kiegyenlitik

egymast. Ennek alapjan, ha az abran lathaté mérleghinta egyensulyban van, akkor

EFy k1 =Fy - k.



Mivel az Fi er6 az mj tomegpont silyereje, ezért F; = m1g, ahol g a gravitaciés gyorsulas. Hason-

lban F» = mag, igy az egyensily elébbi feltétele a kovetkez6 alakot 6lti:
mag - k1 = mag - ko. (1.1)

Tekintsiink a tovabbiakban egy szamegyenesként a mérleghinta riudjira. Legyen x4 az alditamasztasi
pont koordinétédja és rendre x; az m; tomegpont koordinataja (i = 1,2). Ekkor célszert bevezetni az
elGjeles er6kar fogalmat, amely legyen az x; pontbeli tomegpont esetében x; — z;. Ennek eldjelébdl
kovetkeztethetiink arra, hogy az adott tomegpont az alatamasztasi pont melyik oldalan van, és
(csak lefelé haté erdket feltételezve) az eléjelbdl adodik a forgatd hatds irdnya. Az egyensuly

feltétele az el6jeles erékarokkal a kovetkezoképpen irhaté fel:
mag(zs — x1) = —mag(zs — x2),
ahonnan atrendezéssel nyerjiik, hogy
mig(xs — x1) + mag(zs — x2) = 0.

Ez az Osszefiiggés azt jelenti, hogy az m;g(xs — x;) eléjeles forgatényomatékok 6sszege nulla. Ebbol
a feltételbdl xs-et kifejezve megkapjuk, hogy a rendszert mely pontban kell alditamasztani ahhoz,
hogy egyensulyban legyen:

mix1 + max2

= - = 1.2
s m1 + ma (12)

Ezt a pontot szokds az mai, my téomegpontokbdl &llé6 rendszer tdmegkdzéppontjanak nevezni. Az
elobbiek alapjan ennek a pontnak lényeges tulajdonsiga, hogy ott alatamasztva a rendszert az
egyensilyban van.

Erdemes megjegyezni, hogy a tomegkozéppont helye fiiggetlen a szdmegyenes origdjdnak meg-
valasztasatol. Ez szemléletesen vilagos, de a tomegkozéppont képletébdl is levezetheto. Ha az
origt balra eltoljuk c-vel (ahol ¢ [RI), akkor az m1 témegpont Gj 1 koordinatdja x1 + ¢, hasonléan
To = w2 + ¢, és igy az képlet szerint a rendszer tomegkézéppontja:

o mady +mafs ma(z1 + ¢) + ma(x2 + ¢) e te
s m1 + mo m1 + mo s

Ez azt jelenti, hogy I, éppen az eredeti x5 tomegkozéppontnak az 1j koordinatdja, tehat a tomeg-
koézéppont helye nem valtozott.

Ezek utan helyezziink n darab (n = 1) tomegpontot a szamegyenesre, legyen az m; témegpont
koordinatdja x; (i = 1,...,n). Az egyenstly feltétele most is az, hogy az elGjeles forgatényomatékok
Osszege nulla:

mag(xs — 1) + mag(xs — 22) + . .. + mpg(xs — x,) = 0.
Ebbol zs-et kifejezve ismét megkapjuk az egyensilyi aldtamasztasi pontnak, vagyis a rendszer

tomegkozéppontjanak a helyét:

_ maxs +moxy + ... +Mpry,
’ mi+mat...+m,
A két tomegpontbdl all6 rendszerhez hasonléan belathatd, hogy a tomegkozéppont fliggetlen az

(1.3)

origd megvalasztasatol.
A tomegkozéppont meghatarozasahoz néhany elv is segitségiinkre van. A kovetkez6 szakaszban
tobb ilyen elvet fogalmazunk meg, majd alkalmazunk matematikai 6sszefiiggések fizikai szemlélte-

tésére. Tovabbi elvekrél és azok alkamazasairdl olvashatunk még a [19] cikkben.
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1.1.1. Szimmetria, szamtani sorozat, binomialis Gsszegek
Az els6 elv a szimmetriardl szol.

Elv (Szimmetria). Ha az aldtdmasztasi pontt6l azonos tavolsagra azonos témegeket helyeziink el
(lasd az |1.2| abrat), a rendszer egyensulyban van, hiszen az er6k és az er6karok is paronként meg-
egyeznek. llyenkor a témegkdzéppont egybeesik a szimmetria-k6zépponttal, amely a két széls6é tomeg-
pont altal meghatarozott szakasz felez6pontja.

ko ko

Ts
¥
k]_ kl

my m2 m2 ma
Py P —a Py
« hd hd —»

1.2. 4bra. Szimmetrikus elrendezés

Az els6 n pozitiv egész Gsszege

Egy specidlis esetként tekintsiik a szamegyenest, és minden egész szamhoz tegyiink egységnyi to-
meget 1-t6l n-ig az abra szerint.

1 2 3 n

1.3. abra. Egységnyi tomegpontok a szamegyenesen

Ekkor a tomegkozéppontot meghatérozé (1.3|) Osszefiiggés szerint a rendszer témegkoézéppontja:

_1+42+...4n
e

Ts

A szimmetrikus elrendezés miatt szemléletesen a tomegkozéppont az [1,n] szakasz felezOpontja,

tehat
1+n
Ty = )

2
A toémegkozéppont eldbbi két alakjat egybevetve az elsd n pozitiv egész szam ismert dsszegképletét

kapjuk.

1.1. Tétel. Az els6 n pozitiv egész szam 6sszege:

1
1+2+3+...+n:"("2+).

Az elébbi gondolatmenet egy altalanositdsa, ha az egységnyi tomegpontokat nem az egymas
utani pozitiv egész szamokhoz helyezziik, hanem egy tetszoleges a1, az, as, ..., a, szamtani sorozat
tagjaihoz az abra szerint.

Az egyensilyi aldtdmasztdsi pont, a tomegkozéppont, a szimmetria elve miatt szemléletesen

. . a1+ a . .y ,
most az [a1, a,] szakasz felez6pontja, tehat z, = % Ugyanakkor a tomegkozéppontot megadd

(1.3) Osszefiiggés alapjan:
a1 +az+...+ap—1+ay
- .

Ts =

Ez utébbit a szimmetrian alapulé meggondolasbdl kapott alakkal 6sszevetve és rendezve a szamtani

sorozat els6 n tagjanak Osszegét nyerjiik, amely a kézépiskola 12. osztdlyos tananyagabdl jol ismert.
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ax ag cen a1 + ay, ce Ap—1 [e7%

1.4. abra. Szamtani sorozat tagjaihoz helyezett egységnyi témegek

1.2. Tétel. Ha as, ay, ...,a, €gy szamtani sorozat els6 n tagja, akkor az 0sszegik:

n(a1 + ay)

alit+ax+...+ap-1+a, = 5

Osszegek binomailis egyiitthatékkal

Tovabbi 6sszegekhez tigy is eljuthatunk, hogy nem a tomegpontok helyét, hanem magukat a tomeget
valtoztatjuk meg. Tegyiink az i egész szamhoz (i = 0,...,n) rendre (7) tomegeket az abra

szerint.

S @ O3

»—
oS 08
S
|
—_

3

1.5. dbra. Binomialis egytitthatokkal megegyez6 tomegek a szamegyenesen

Ha az (}) binomialis egyiitthatéra Ggy tekintiink, mint egy n elemt halmaz k elemi részhalmazainak
szaméara, akkor a k elemii és n — k elemi részhalmazokat a komplementerképzés miiveletével parba

allitva adddik a binomialis egyiitthatok szimmetrikus tulajdonsiga:

G

Ezt a szimmetriat felhasznalva lathatd, hogy az abran vazolt rendszer tomegkozéppontja a

[0, n] szakasz felezépontja, tehdt z, = g Ugyanakkor a tomegkozéppont helyét meghatarozo (|1.3))

(o) 0 (1) e () om0+ ()
() () ()

Az elébb felirt tort nevezéjében egy n elemii halmaz nullaelemi, egyelem, kételemi stb. n elemi

Osszefiiggés alapjan:

Ts =

részhalmazai szamanak Osszege, vagyis az Osszes részhalmazainak szama szerepel. Ez nem mas,
mint 2", hiszen az alaphalmaz mindegyik elemérdl egymastél fiiggetleniil eldonthetjiik, hogy az
adott részhalmazba belevessziik-e vagy sem. Ezek utdn a tomegkozéppontnak az elrendezés szim-

metridjabol és az egyensulyi feltételbol adodoé két alakjat 6sszevetve:

Qo)

2 2n

Ezt atrendezve egy, a binomidlis egytitthatokkal kapcsolatos szép azonossagot kapunk.
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1.3. Allitas. Legyen n egy pozitiv egész szam. Ekkor:

<1> +...+ (n_1>(n—1)+ <n>n:n2n_1.

Bizonyitas. A matematikai bizonyitast a kettds leszamlalas modszerével végezziik a kévetkezd kom-
binatorikai feladaton keresztiil. Hanyféleképpen lehet egy n fés tdrsasagbol egy legalabb egy fés
kiildottséget és a kiildottség tagjai koziil egy vezetét valasztani?

Egy n f6s térsasdgbol egy k fés kiilldottséget pontosan (7)) médon lehet kivélasztani, a kiva-
lasztott k f6s kiildottségbdl pedig egy vezetst k-féleképpen lehet valasztani. Igy k s kiildottségre
a vezetdvel egyiitt Osszesen k(Z) lehetéség van. Ezt k = 1-t6] k = n-ig 6sszegezve a bizonyitandd
Osszefiiggés bal oldalan all6 kifejezést kapjuk, amely ezek szerint a lehetséges kiildottségek szama.

A bizonyitandé Osszefliggés jobb oldala a kiilldottségek leszamlalasanak egy maésik médja. Itt
elészor az n emberbdl vilasztunk egy vezetot, ezt n féleképpen tehetjiik meg. Majd ezek utén
valasztunk hozza kiildottséget tigy, hogy a tarsasidg Osszes tobbi tagjarol egyesével eldontjiik, hogy
bekeriiljon-e a kiildottségbe vagy sem. Ez Gsszesen n — 1 dontés, melyek egymastél fiiggetlenek,

vagyis 2”1 lehet6ség. Tehat n2" 1 médon vélaszthaté kiildottség egy vezetSvel egyiitt. O

Ahogy korabban az egyforma tomegeket nemcsak az egész szamokhoz, hanem egy szamtani so-
rozat tagjaihoz helyeztiink, gy ezt a binomidlis tomegekkel is megtehetjiik. Legyen ag, a1, ..., ay,

egy szdmtani sorozat és az i-edik tagjahoz helyezziink (7;) tomeget. A binomidlis egytitthaték szim-
ap + an

metridja alapjan a tomegkozéppont az [ag, ay] szakasz felez6pontja, tehdt xs = 5 Mésrészt
a tomegkozéppontot meghatarozé (1.3)) osszefiiggés szerint:
"oao+ (M) an " + "
a a1+ ... Cp— a
0 0 1 1 n—1 n—1 n n
xTg = .
) R A [T S I
0 1 o n—1 n
A két alakbdl a kovetkezO azonossagot kapjuk.
1.4. Allitas. Legyen ag, a1, ..., an gy tetsz6leges szamtani sorozat, ahol n nemnegativ egész. Ekkor:

oo+ ("ar+...+ " )a +na—(a+a)2”_1
0 0 1 1T n—1 n—1 n)" = 0 n .

Bizonyitas. Ismert, hogy a szamtani sorozat k-adik tagja ar = ag + kd, ahol d a szamtani soro-
zat differencidja. Ennek felhasznaldsédval a bizonyitanddé sszefiiggés bal oldala a kovetkezéképpen

alakithaté at:

n

z”: (Z) ap = Z (Z) (a0 + kd) = ag Zn: (Z) +d Zn: k:(Z) = ag2" + dn2" 1,
k=0 k=0

k=0 k=0
ahol felhasznaltuk a binomialis egylitthatok Gsszegére vonatkozé Osszefliggést, valamint az al-

litast. Mivel
ag2" 4+ dn2""t = 2" (2a0 + nd) = 2" (ag + (ap + nd)) = 2" ao + ay),

ezért valoban

En: (Z) ar = (ap + an)2"_1.

k=0

13



() v, (22) (22 ()

0 x1 €2 s Tn s Tp—2 Tp—1 Tp

1.6. abra. Dupldn szimmetrikus elrendezés

Egy tovabbi szimmetrikus elrendezésként tekintsiik az [[.6] dbrat! A binomidlis egyiitthatékkal
megegyez6 tomegeket most gy helyeztiik el a szamegyenesen, hogy koztiik a tavolsag is a megfeleld
binomidlis egyiitthaték értékével egyezzen meg, pontosabban, az xy pontba (Z) tomeget helyeztiink,

ahol g = 0 és xp, — xp—1 = (Z:i) (1 <k <n). Ekkor:

n—1 n—1 n—1
= <l <l J—
() () e (D) sk
n—1 n—1 n—1 1

A binomidlis egyiitthatok szimmetridja miatt a tomegek és az erékarok is paronként megegyez-
, . . . " . T, .
nek, ezért a rendszer tomegkozéppontja a [0, z,] szakasz felezOpontja, azaz xs = 5 Mésrészt a

tomegkozéppontra vonatkozd (1.3)) osszefliggés alapjan:

()0 (7)ot () ---+ ()
(o)< () )

ahol a nevezdben 1év6 Osszeg zart alakja 2". A tomegkozéppont két alakjit dsszevetve a kovetkezo

Trs =

allitast kapjuk.

1.5. Allitas. Legyen n pozitiv egész szam. Ekkor:

916 R 61 A G IR 61 ) R o

Bizonyitas. Ismét a kettds leszamlalas mddszerét fogjuk alkalmazni, mégpedig a kovetkez6 kombi-

natorikai feladatban. Legyen egy 2n — 1 {6s osztdlyban n lany és n — 1 fi. Hanyféleképpen lehet
koziilik egy olyan legalabb egy f6s csapatot kivalasztani, amelyben t6bb lany van, mint fia?

Ha a csoportban pontosan egy lany van, akkor a lany tagra (Tll)—féle lehetOség van, és a csapatba
fiat mar nem véalaszthatunk. Ha pontosan két lanyt valasztunk a csapatba, arra (g) lehetdség van,
melléjiik pedig vagy valasztunk fiit, vagy sem, ami (nal) + (nzl) lehetéséget jelent. Altaldban, ha
pontosan k lany van a csapatban, akkor ez rajuk nézve (Z) lehet&ség, és melléjiikk 0 vagy 1 vagy
2 stb. vagy k — 1 fitt valaszthatunk, ami dsszesen ("al) + (nzl) +...+ (Z:i) lehetdség. Igy egy
k f6s csapatra (7)) [("al) +("H+ o+ (Z:i)} lehetdség van, tehédt a feltételnek megfeleld osszes
lehetséges csapatok szama a bizonyitand6 Osszefiiggés bal oldala.

Ha a bizonyitandé azonossag jobb oldalat nézziik, az egy 2n—1 elemii halmaz részhalmazai sza-
manak fele. A részhalmazok megfelelnek egy-egy csapat kivalasztdsanak, de ezek koziil a feltételnek

csak azok tesznek eleget, melyben tobb lany van, mint fii. Legyen az osztaly egy részhalmazaban
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L lany és F fit. Ha ez a részhalmaz nem tesz eleget a feladat feltételének, akkor L < F', ami
egyenértékli azzal, hogy
L<F+1. (1.5)

Ekkor a komplementerhalmaz méar a feltételeknek megfelelé csapatot hataroz meg, ugyanis abban
L= n— L lany és F'=n —1— F fia van, igy (1.5) ekvivalens médon tigy irhat6, hogy

FP=p—-1—-F<n—L=1L"Y

Tehéat a komplementerképzéssel a feltételnek eleget tevo és eleget nem tevé csapatok parba allit-
haték, ezért az Osszes lehetséges csapat koziil pontosan a fele a feladat feltételének megfelels, ami

%22”_1 = 22772 Jehetéséget jelent, ami éppen ez a bizonyitandé 6sszefiiggés bal oldala. O

1.1.2. Osszevonasi elv és a négyzetszamok Osszege

Elv (Osszevonas). Ha néhany témeget a sajat tomegkozéppontjukba Gsszevonunk, az Gsszevonas
utan kapott rendszer tdmegkozéppontja megegyezik az eredeti rendszer tdmegkozéppontjaval.

Az elv igazsagat egy konkrét példan illusztraljuk. Legyen a szdmegyenesen az x1,x2,...,%y
helyen m1,mo, ..., m, tomeg. Irjuk fel a tomegkdzéppontot megadd (1.3]) Osszefiiggést egy kicsit

részletesebben:

v — mi1T1 + MaT2 + M3axr3 + maxs + ... +MpTy
s mi1+mo+m3+mg+...+my ’
Vonjuk 6ssze példaul az x1,x2,x3 helyen 1év6 tomegeket a tomegkézéppontjukba, azaz tegyiink

mixi1+maoxrat+msxs
mi1+mo+ms

helyettitk m1 + m2 + m3 tomeget a pontba. Az Gsszevonds utani rendszer tomeg-

kozéppontjat az (1.3|) osszefiiggés adja meg, amely most a kovetkezd alakot olti:

mixi1+moxros+msax
(my + ma + m3) L2 s + maza + ...+ Mpln

(m1+mz+mgz)+ma+...+m,

Tsg =

A zaréjelek felbontdsdval vildgosan lathatd, hogy az 6sszevonas uténi rendszer tomegkozéppontja
meggyezik az Osszevonas el6tti rendszer tomegkozéppontjaval.

Az 6sszevonasi elvet egy olyan elrendezésben hasznéljuk, melyben a tomegeket gy képzeljiik el,
mintha egy piramist épitenénk beldliik. Azaz helyezziink el az abra szerint egységnyi tomegeket
oly médon, hogy az els6 sorban n darab legyen, a kovetkezében n — 1, majd igy tovabb a csicsig,
amelyben egyetlen tomeg lesz mar csak (a kiilonféle kék arnyalatu kis négyzetek jelképezik a tome-
geket.) Val6jaban az elrendezés nem piramis, hanem az 1-hez tesziink egy egységnyi tomeget, az
g—hoz is egyet, a %—hoz két egységnyit, a 3-hoz is két egységnyit stb.

A kapott rendszer tomegkozéppontja a szimmetrikus elrendezés miatt az {1, 1+ %(n - 1)} sza-
kasz felezOpontja: .

. 1+1+23(n—1) :1+§(n_1)_

Most vonjuk Ossze a tomegeket, mégpedig ,,atlésan” a szinek szerint. Az elsé atléoban egyetlen

tomeg van az 1-hez elhelyezve, tehat ennek a rendszernek a tomegkozéppontja az 1-nél van. A
kovetkezo atléban két tomeg van, melyek a 2-es bal és jobb oldalan szimmetrikusan helyezkednek
el, tehat ez a rendszer egy, a 2-hoz elhelyezett 2 egységnyi tomeggel helyettesithetd. A 3-hoz a harom

hosszi atloban 1év6 tomegeket tudjuk 6sszevonni, melybdl a kézépso éppen a 3-ban van, mig a két
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1.7. abra. Témegekbdl épitett ,piramis”

sz€ls6 erre szimmetrikusan helyezkedik el. Ezt folytatva az utolsé dtléban, mely tulajdonképp a
piramis teljes jobb oldala, éppen n egységnyi tomeg van, melyek tomegkodzéppontja n-nél van.
Tehat az Osszevonas utan a k koordinataja pontban éppen k tomeg van, vagyis az Osszevonassal
keletkezett rendszer tomegkozéppontja:

1-14+42-243:34+...4n'n
1424+34+...4+n '

Az 6sszevonas utani rendszer tomegkodzéppontja megegyezik az eredeti rendszer tomegkdozéppont-
javal, amibdl:
2 1-14+2:243-34+... :
14 2n—1) =2 edost..4nm
3 1+2434...4+n

Az iménti egyenlet jobb oldaldn a szamlalé az elsé n négyzetszam Osszege. A nevez6ben az elsé n

pozitiv szdm Gsszege 4ll, melyet az[I.1] tétel alapjin is felirhatunk. Rendezés utdn az elsé n pozitiv

egész szam négyzetének Osszegére vonatkozo jol ismert Osszefiiggés adodik.

1.6. Tétel. Az els6 n pozitiv egész szdm négyzetének dsszege:

1)(2n +1
L B U )6(n+ ),

1.1.3. Atpakolasi elv és a Csebisev-egyenlStlenség

Tekintsiik ismét a szamegyenest és rajta tomegpontokat, jelolje a rendszer tomegkozéppontjat xs.
A fejezet elején megfogalmaztuk, hogy az xs pontban aldtdmasztva a rendszer egyensulyban van.
Valasszunk ki egy tetsz6leges tomegpontot, mondjuk a tomegkézéppont jobb oldalén, az abran
az rrhelyen 1év6 témegpontot valasztottuk. Ha ezt a tomeget a szamegyenesen balra eltoljuk,

kétféle eset lehetséges (feltéve, hogy az xhelyen 16v6 toémeg pozitiv).

—e . A . S
*—eo ° ® *—e ——eo—>
x% Ts mDD T

1.8. 4bra. Atpakolds
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1. A kivalasztott tomeg 1j helye tovabbra is a tomegkozépponttol jobbra van (az és az ab-
ran az zhelyen): ilyenkor a témegpont 1j helyéhez tartozé erékar kisebb, mint az eredeti
helyhez tartozé erékar (az abran kU< k), ezaltal a képzeletbeli mérleg balra elbillen.

2. A kivalasztott tomeg 1j helye a tomegkozépponttdl balra van (az és az dbran z'L,
helyen): ilyenkor az 4j helyhez tartozé forgaté hatés a korabbi helyzethez képest ellentétes

elGjeliivé valik, és igy a mérleg ismét balra billen.

o s 2y |
*—& < — & L g — <
—
ET o gH k

1.9. abra. Erckarok az atpakolas elott és utan

Hasonl6 meggondolédssal adddik, hogy ha az aldtamasztasi pont bal oldalan 1évé tomeget tolunk
balra, akkor a hozza tartozé er6kar nagyobba valik, és az el6bb elképzelt mérleg balra fog lebillenni.
Ahhoz, hogy ismét egyensilyba keriiljon a rendszer, az eredeti x; tomegkdzépponttdl balra kell

alatamasztani. Mindezek alapjan a kovetkezo elvet fogalmazhatjuk meg.

Elv (Atpakolds). Ha egy tdmegpontot balra arrébb pakolunk, akkor a rendszer témegkézéppontja
is balra fog toloédni vagy helyben marad. Ha pedig egy tdmegpontot jobbra arrébb pakolunk, akkor a
tomegkozéppont is jobbra tolddik vagy helyben marad.

Az atpakolasi elv alkalmazasaként legyen x1 <z < ... <z, és m1 < mp < ... < m, Ugy, hogy
mi1+ma+...+my, > 0, és tegyiink az x; pontba m; tomeget. Pakoljunk at tomegeket jobbrél balra
ugy, hogy minden x; pontban azonos tomeg, az 0ssztomeg n-ed része legyen; pontosabban, azokbdl
a pontokbdl, ahol az atlagndl tébb tomeg van, onnan a ,felesleget” tegyiik 4t olyan pontokba,
ahol az atlagndl kevesebb témeg van. Az eredeti elrendezés témegkézéppontjat az Osszefliggés
adja meg, az atpakolas utan pedig egy szimmetrikus elrendezéshez jutunk, igy a tomegkozéppont:

O— oi*aa..bin Ay stpakolasi elv miatt a tomegkozéppont balra tolodik, azaz az eredeti és az 4j

Ty = Py

tomegkozéppont koordinataja kozott fenndll a kdvetkezo egyenltlenség:

r1t+a2+...+xp <:7”1$1—F7n2$2<+-..—k7nn$n
n - mi+mo+...+m,;

Ezt atrendezve az igynevezett Csebisev-egyenlotlenséget kapjuk abban a specialis esetben, amikor

mi+...+my > 0.

1.7. Tétel. Hax1 = ao < ... <z, 6Smi <=my <...<m, valés szamok, akkor
(my4+ma+...4+mp)(r1+ 22+ ... +xy) < n(mizy + maxa + ... + mpzy).

Egyenl6ség pontosan akkor teljesil, ha 1 = 2o = ... =z, vagy m1 = mp = ... = m,,.

Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkez6 Osszeget:

zn:zn:(mi—mj')(xi—.%j). (1.6)

i=1j=1
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Mivel az (zy) és (my) szdmsorozat egyardnt monoton névekvo, ezért az elébbi dsszeg minden tag-
jaban a két szorzétényezd eldjele azonos. Ennek kévetkezményeként nemnegativ szdmokat adunk
Ossze, tehat maga az Osszeg is nemnegativ. A zardjelek felbontasaval igy a kdvetkezé egyenlétlen-
séget nyerjiik:

n n n n n n n n

D )TN 35 SETTED D ILTIED 3 LTS 17

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

A jobb oldal els6 tagjaban az Osszegzés sorrendjének felcserélésével kapjuk, hogy

n

n n n n
1 =1

i=1j=1 j=1 \i=
Hasonléan:
n n n
DD myay=n) my;.
i=1j=1 j=1
Végiil pedig
n n n n
SRS ST o
i=1;=1 i=1 j=1
hiszen a jobb oldalon a szorzdst tagonként elvégezve az Osszes lehetséges kéttényezds m;x; szor-
zatot kapjuk, és éppen ez &ll a bal oldalon. Mindezek alapjin az ([1.7]) egyenlStlenség a kévetkezd

ekvivalens alakot 6lti:

n n n
0= 2n2mimi — 2Zm,~ : ij,
i=1 j=1

i=1
amelybdl a tétel allitdsa kozvetleniil adodik.
Mivel az (1.6 6sszeg minden tagja nemnegativ, az 6sszeg pontosan akkor nulla, ha minden tag
nulla, melyek kozt

(my —ma)(xy —x1) =0

is teljesiil. Ez pontosan akkor nulla, ha m, = m1 vagy =, = x1. Ekkor az (my) és (xy) sorozatok

monoton noévekedése miatt sziikségképpen my = ... = m, vagy 1 = ... = x,, és ez elegendd
ahhoz, hogy az (1.6 6sszeg minden tagja nulla legyen. O

1.2. Tomegpontok a sikon

Tomegeket természetesen nemcsak egy egyenesre lehet helyezni, hanem eggyel tobb dimenziéba 1ép-
ve egy sikra is. Ahogy eddig a szamegyenesre mint elhanyagolhat6 témegii ridra tettiink témegeket,
most vegylnk egy elhanyagolhatd tomegi sikot és erre a stkra rakjunk tomegeket, és képzeljiik gy,
hogy a nehézségi erd a sikra merdleges iranyu. A szamegyenesen elhelyezett tomegpontok rendszerét
az s tomegkozéppontban aldtamasztva azt tapasztaltuk, hogy egyensiulyban van, ennek mintajara
a sikon is meghatarozhatjuk azt a pontot, melyben aldtdmasztva egyensulyban van a rendszer.

Rogzitsink a sikra egy derékszogli koordinata-rendszert az abra szerint és jelolje (x4, ys)
azt a pontot, amelyben aldtdmasztva a rendszer egyensulyban van.

Egy tomegponthoz most két erékar is tartozik, egy az (x,ys) ponton dtmend, az x tengellyel
parhuzamos egyenesre mint forgastengelyre vonatkoztatva és egy az ezen a ponton atmend, az y
tengellyel parhuzamos egyenesre mint forgastengelyre vonatkoztatva. Példaul az abréan az

y tengellyel parhuzamos egyenesre vonatkozban az (x1,y1) pontban 1évé m1 tomegpont elGjeles
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Ts — X1
Y1 + my g===eosy
Ys Y1 (Isa ys)
Ys
Y2 +
Ts — T2
L L
T T d
T T T2 €T

1.10. 4bra. Tomegpontok derékszogli koordinata-rendszerben

er6karja xs — w1, az (x2,y2) pontban elhelyezett my tomegponté pedig xs — x2. Ezzel lényegében
visszakaptuk a fejezet elején targyalt mérleghinta esetét, és igy

_ M1x1 +Mex2
s = .
m1 + ma

Az z tengellyel parhuzamos egyenesre mint tengelyre vonatkozé egyensuly feltételébél hasonléan

adédik, hogy N
_mayr + my2
s my+my

Tehat kissé leegyszeriisitve azt mondhatjuk, hogy a kétdimenzids rendszer téomegkozéppontjanak
koordinatait ugy kaphatjuk meg, hogy ,koordinatanként vessziik a tomegkodzéppontot”.

Az altalanos esetben teljesen hasonléan adédik a rendszer tomegkézéppontjanak két koordina-
taja. Legyen az (x;,y;) pontban m; tomeg. Ekkor a tomegkozéppont (xs, ys) koordinatait az alabbi

modon kaphatjuk meg:

(o) = ( (1.8)

mix1 + ...+ mpTny mlyl—f—...—l-mnyn)
mi+...+my, = mi4+...+my, '

1.8. Megjegyzés. Belathatd, hogy ha a rendszer az abran pirossal jelolt tengelyekre nézve
egyenstlyban van, akkor az (zs,ys) ponton &thaladé barmely egyenesre mint tengelyre nézve is

egyensulyban van. Tekintsiik példaul a kékkel jelolt, x tengellyel o szoget bezard egyenest és irjuk

Yy
Ts — T
Yi T my )
W
%\0" ye
- (M\
Yys + 8¢ A “
\00% o (xsv ys)
W
e
ll'i Ts T

1.11. abra. TetszOleges tengelyre vonatkozd erdkarok
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fel erre a tengelyre vonatkozdan egy tetszéleges m; tomegponthoz tartozé elGjeles erdkart, ami az
abran a zold szinnel jelolt szakasz hossza. A berajzolt derékszogii haromszogekrol lathato, hogy az
eljeles er6kar (x5 — x;)sina + (ys — y;) cos a. Mivel a rendszer a pirossal jelolt egyenesekre mint

tengelyekre nézve egyensulyban van, ezért:
n n
> mi(zs =) =0 és > mi(ys —yi) =0,
i=1 i=1

tehat

n n

n
Z((xs —x;)sina+ (ys — ;) cosa) = sinaZmi(xs — ;) + cosaZmi(a:s —z;)=0
=1 i=1 =1

is teljesiil, azaz a kék egyenesre mint tengelyre vonatkoztatva is egyensilyban van.

1.2.1. Az els6 n négyzetszam Osszege

A [32] és a [27] cikkek alapjan helyezziink el egységnyi tomegeket egy haromszogben az abra
szerint. Legyen a hdromszog harom cstcsa rendre A = (1,1), B = (n, 1), illetve C = (n,n). A
tomegkozéppont meghatarozasahoz az elrendezés minden vizszintes sordban vonjuk Ossze a tomeg-
pontokat. Egy sor tomegkozéppontja az abban a sorban 1év6 két szélsé tomegpont altal meghataro-
zott szakasz felezépontja, tehét ezek rajta vannak a C cstcsot az AB oldal felezépontjaval 6sszekotd
szakaszon, vagyis a haromszog AB oldaldhoz tartozo6 silyvonalan. Ha az iménti 6sszevonast a fiig-
gbleges oszlopokra is elvégezziik, ehhez hasonldéan azt kapjuk, hogy a tomegkozéppont a hdromszog
BC oldaldhoz tartozé silyvonalan is rajta van. Ebbdl kovetkezik, hogy a tomegkdzéppont a sily-
vonalak metszéspontjaban kell hogy legyen. A geometridban a silyvonalak metszéspontjit szokés

stulypontnak nevezni, amely most egybeesik a rendszer tomegkozéppontjaval.

C

nT 2
s e

3+ o ° 6
2T s e ° ¢
1+ e S PP
A B

1 2 3 n

1.12. 4bra. Haromszog alakban elhelyezett tomegek

Hatarozzuk meg az ABC haromszog sulypontjanak koordinatait koordinata-geometriai titon.
Mivel a haromszog C' B oldalanak felezopontja (n, ”T“Ll), ezért az A csicsbol indulé silyvonal egy
irdnyvektora v4 = (n -1, "T_l) és hasonloképpen a C' csiicsbdl indulé stlyvonal egy irdnyvektora

Vo = (”T_l,n - 1). Mivel az irdnyvektornak csak az irdnya lényeges, konnyebb a v, = (2,1) és
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a vo = (1,2) vektorokkal szdmolni. A stlyvonalak egyenesének irdnyvektoros egyenletét felirva a

kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk a metszéspontjukra:
r—2y=—1,
{23: —y=n.
Ezt megoldva (legegyszeriibb taldn az elsé egyenletbél x-et kifejezni és behelyettesiteni a masodik-

ba) megkapjuk a hdromszog silypontjanak koordinatait:

( ) (2n+1 n—|—2>
T = .
sy Ys 3 3

Minthogy a stilypont megegyezik a tomegkozépponttal, annak koordinatait az (|1.8]) képlet alap-

jan is megkaphatjuk. Szoritkozzunk csak az elsé koordinatara, ekkor mivel egységnyi témegekrol
van sz0, ezért xs szamlalojaban Osszegezniink kell a pontok els6 koordinatait. Az 1 helyen egy darab

tomeg van, a 2 helyen két darab, stb., altaldban a k helyen k darab, ezért xs szamlaldja:
1-1+2-24+...4+n n.
A nevezdében az OssztOmeg szerepel, ez a pontok szdma, ami
142+...+n,

hiszen az els6 sorban 1, a masodikban 2, stb., az utols6é sorban n darab tomeg talalhatd. Végered-

ményben tehat:
114224, 4n-n

R R S,

Ezt 6sszevetve a sulypont koordinata-geometriai iton nyert els6 koordinatdjaval azt kapjuk, hogy

1-1+2-3+...4n-n_ 2n+1
1424+...4n 3
Ha a nevezOben 1év0 els6 n pozitiv szam Osszegével atszorzunk, az elsé n pozitiv egész szam négy-

zetének Osszegét kapjuk az [1.0] tétel 4llitdsaval megegyezden:

1)(2 1
L S )6(n+ ).

1.3. Moébdszertani kitekintés

Ebben a szakaszban attekintjiik, hogy a fejezetben el6forduld fogalmak milyen médon jelennek meg
a kozépiskolai matematika- és fizikaoktatasban. Elészor a tantervi illeszkedést vizsgaljuk meg, majd

néhany tankonyvi kapcsolédasi pontot emeliink ki.

1.3.1. Kerettantervi illeszkedés

Fizika. A fejezetben el6fordul6 fogalmak: erd, egyensily, forgatényomaték, témegkdzéppont.

A kozépiskolai tanuldsi, fejlesztési célokat, miveltségi tartalmakat a 2013. szeptember 1-jén
hatalyba lépett Nemzeti Alaptanterv (NAT, [37]) alapozza meg, a tananyag tartalmanak pontos
meghatérozasa pedig az iskola helyi képzési sajatossagait figyelembe vevé kerettantervekben ([39],

[38]) jelenik meg. A NAT miiveltségi teriileteit tekintve a fizika az Ember és Természet részhez
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tartozik. Fizikdbdl két kerettanterv létezik, egy A és egy B véaltozat, melyek éraszémban és a
tananyag céljat tekintve is eltérnek egymastél. A fizika targy mindkét esetben az altalanos iskola
1-4. osztélydban tanitott Kornyezetismeret, illetve az 5-6. osztdlyban tanitott Természetismeret
tantargy szerves folytatasa. Az A véaltozat éraszdma kisebb, inkdbb a fizikai szemlélet kialakitasat,
mindennapi jelenségek felismerését, megértését tiizi ki céljaul; a B valtozat pedig a nagyobb éraszam
és részletesebb, bovebb tananyag altal lehetové teszi a miiszaki, technikai ismeretek elsajatitasat,
ezaltal el6készitve a tovabbtanulast és a tehetséggondozast.

Az A kerettantervben a 7-8. évfolyamon a forgatéonyomaték mint fogalom nem szerepel, de
9-10. évfolyamon az egyszerti gépekhez kapcsolodva megjelenik az egyensuly feltétele, ahol a tanu-
16t61 elvart ismeret a sulypont, silyvonal fogalma, annak megkeresése szerkesztéssel vagy méréssel,
szamolédssal. A matematikédhoz kapcsoléddan a vektorok fogalma keriil elé, hiszen az erd vektor-
mennyiség, és amennyiben a test tobb erd hatasa alatt van egyensulyban, sziikség van a vektorok
Osszeadaséra.

A B kerettantervben 7-8. évfolyamon mér megtaldlhaté a forgatonyomaték és erGegyensuly
fogalma, amely kiegésziil még az egyszeri gépek miikodési alapjaival. A fizika kerettanterv spiralis
felépitése miatt a forgatonyomaték fogalma 9-10. évfolyamon ismét el6jon, mégpedig a kiterjedt
merev test egyensilyahoz kapcsoloddan. Elvaras a merev test egyensiilyanak mind az erék, mind a
forgatonyomatékok Osszegére vonatkozo feltételének ismerete, valamint szerepel a tomegkdzéppont
fogalma is.

A fizikaoktatasban van egy kettGsség a stulypont és tomegkézéppont fogalma kozott, a B keret-
tanterv a tomegkdzéppont fogalmat hasznalja csak, az A kerettantervben ez nem szerepel, csak a
sulypont jelenik meg. Homogén test tomegkozéppontja azonos a sulypontjaval, csupan mas tulaj-
donsag alapjan hatarozzuk meg azt a pontot. A témegkdzéppont inkabb dinamikai fogalom, a test
mozgasanak leirasakor fontos, a silypont pedig inkabb sztatikdban hasznalatos kifejezés, mely azt

fejezi ki, hogy amely pontban alitdmasztva van egyensulyban az adott test vagy rendszer.

Matematika. A fejezetben el6forduld fogalmak: silypont, szdmtani sorozat, szdmtani sorozat
els6 n tagjanak Osszege, binomidlis egyiitthat6 fogalma és tulajdonsigai, Csebisev-egyenldtlenség.

Matematikdbdél a 9-12. évfolyam szamara hiarom kerettantervet is kidolgoztak a NAT eléirdsai
mentén, egy kozépszintli matematikaoktatashoz igazitottat és két nagyobb 6raszamu kerettanter-
vet is azon iskoldk szamdra, ahol a matematikdt emelt szinten szeretnék tanitani. Az Altaldnos
iskolai matematika kerettantervben a sorozatok mar els6 osztalyban eléfordulnak, ahol megadott
szabalyok alapjan kell egy adott sort, mintat folytatni. Ezen bevezeté feladatok els6dleges célja
a szabdlyok felismerése, kovetése. A szdmsorozatok 5-6. évfolyamon bukkannak fel djra, bar még
ekkor is nagyrészt sorozatok megalkotasa, szabalyok felismerésének fejlesztése a cél. A 7-8. évfo-
lyamon is szerepelnek sorozatok a tantervben, itt jelenik meg el6szor a szamtani sorozat fogalma
és a sorozat tagjai kozti Osszefliggések (sorozat n-dik tagja, a sorozat els6 n tagjanak osszege). A
témakdr tovabb bévil a 11-12. évfolyamon, ahol a sorozatok kiilén 15 érara tervezett témakort
alkotnak, mely a mértani sorozatot és a rekurziv sorozatokat is magaba foglalja.

A binomidlis egyiitthaték a 11-12. évfolyamon szerepelnek el6szoér. Maga a binomialis egyiittha-

t6 fogalma és elnevezése az ismétléses kombindcioval kapcsolatosan kézépszinten is tananyag, azon-
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ban a binomidlis egyiitthatok tulajdonsagai, 6sszegei csak kiegészitd, illetve emelt szintl anyagrész.
A fejezetben bemutatott Csebisev-egyenlétlenség nem szerepel az alapszintii matematika kerettan-
terv kévetelményei kozott, de az emelt szintli A valtozat egy 15 Oras tematikai egységet széan a
nevezetes egyenlotlenségekre, oda beilleszthet6, ha jut ra idé.

Bar csak az megjegyzésben keriilt el6, mégis a fejezethez tartozik a derékszogli harom-
sz0g oldalainak meghatarozasa szogfiiggvények segitségével. Ez a kozépszintli matematika tanterv
szerint 9-10. évfolyamon tananyag, akkor keriil bevezetésre a szogfiiggvények (szinusz, koszinusz,
tangens, kotangens) fogalma, illetve alkalmazdsa derékszogii haromszogben. Eldszor csak hegyes-
szogek szogfiiggvényeit értelmezziik, majd forgasszogek szogfiiggvényeiként terjesztjik ki.

A fizikaoktatas egyik nagy problémédja, hogy a targy tObb matematikai hattérismeretet igényel-
ne, mint ahol éppen akkor a matematika tanterv szerint tartanak a tanulok. Mar egy egyszeri
lejtén lecsiszo test esetében sem keriilheté meg a hegyesszogek szogfiiggvényeinek alkalmazdasa és a
vektorok felbontasa, mikor a testre haté erdket bontjuk fel lejtével parhuzamos és meréleges Gssze-
tevékre, hogy meghatarozhassuk a test mozgasat. Sok helyen ezért matematikabol elérébb hozzak

ezeket a témakoroket.

1.3.2. Tankonyvi kapcsolédasok

Fizika A Mozaik Kiadé [§], illetve az Oktataskutaté és Fejleszté Intézet (OFI) altal kiadott [34]
fizikatankonyvek a fizika B kerettantervnek megfeleléen késziiltek, igy mindkét tankényvesaladban
mar a 7. évfolyamon targyaljak a forgatényomatékot, er0k egyensulyat. Tehat az ebben a fejezetben
felhasznalt fizikai Osszefiiggéseknek, fogalmaknak méar egy B kerettanterv szerint tanuld 7-8. oszta-

lyos tanul6 birtokdban van. Az feladathoz hasonléakat mindkét tankonyv ad fel gyakorlasnak.

Matematika. A Hajdu Sandor altal szerkesztett tankényvcesalad 12. évfolyamosok szamaéra irt
[16] matematikakonyvében az elsé n pozitiv egész szam Osszegképlete bizonyitdssal egyiitt szerepel
példaként a teljes indukcié mdédszerére. Ehhez kapcsoloddan targyalja az els6 n pozitiv egész szam
négyzetének Osszegét is, azonban ezt mar kiegészité anyagként jelzi a kdnyv. A binomidlis egytitt-
hat6 fogalma egy kés6bbi fejezetben az ismétlés nélkiili kombinéacid és a részhalmazok szaméanak
meghatarozasakor jon el6. Az alap definicién és jeldlésen tdl minden binomidlis egyiitthatokkal

kapcsolatos Osszefliggés, tulajdonsag kiegészitd, emelt szintil tananyag. A tankényv ezt a kdvet-

kez6 feladatban tiizi ki: Bizonyitsuk, hogy Z mindig természetes szam, minden n > 0 egész
szam esetén (3) =1és <n> = 1, a binomidlis egytitthatok (1.4) Osszefiiggéssel megfogalmazott
n
n n n+1
+ =
k k41 k41
alakban irhat6 additiv tulajdonsaga teljesiil, tovibba

o) 2 o) e () () ) o

A legutolsé allitas igazolasa a kettOs leszamlalas mddszerével is torténhet, melyet a dolgozatban

tobbek kozott az [1.3] és az[1.5] allitdsok bizonyitdsa sorén alkalmaztunk.

szimmetrikus és
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A Sokszinti Matematika tankonyvesalad 11. osztalyosoknak sz616 [12] kotetében a kombinatorika
témakorében az ismétlés nélkiili kombinacidhoz kapcsoléddan jelenik meg a binomialis egyiitthaté
fogalma. Erdekesség, hogy az elébb emlitett Hajdu-féle tankényvhoz képest sokkal tobb anyagot
targyal a binomialis egyiitthatokkal kapcsolatosan. Kimondja a binomialis tételt, illetve a kévetkezd

két Gsszeget is tétel formajaban:

B R B O R O R it
(3) B @ i (Z) L A (nf 1) + (=) (Z) =(1-1"=0,

amelyek koziil az els6t egy n elemii halmaz részhalmazainak leszamlélasaval bizonyitja. A fejezet
végén emelt szintli tananyagrészként mutat példakat az ismétléses kombindciora.

Az Oktatéskutaté és Feljeszté Intézet altal kiadott Ujgenerdciés matematika tankonyvesalad
11. osztélyos [3] tankonyvében vezeti be a binomidlis egyiitthat6 fogalmét. Ebben a tankoényvben
(més évfolyamokon, mas témakorokhoz kapcesolédodan is) tobb példa épiil a szdmolbgép-hasznélatra,
példaul a 90. oldal 4. feladata szdmolégéppel kiszdmolva kérdezi a (121), (131), (141), (171), (181), (191) bi-
nomiélis egyiitthaték értékét, majd szintén szamolégépes feladatnak adja a 311, (11‘1) = 21 Gssze-
fliggés igazolasat. Az ilyen feladatokhoz segitségképpen leirja a szdmoldgépek részletes hasznalatat
is. Ebben a tankdnyvcsalddban az emelt szintii tananyagok a fejezetek végén Raadas cimszé alatt
talalhatéak meg. A binomidlis egyiitthatékhoz ilyen rdadéds részben bemutatja a név eredetét, em-
liti a binomidlis tételt és a Pascal-haromszoggel valé kapcsolatat is. Feladat 6sszekotni a halmaz
részhalmazainak szamét a kombinatorikai megfontolasokkal. A 91. oldal 3. feladata a binomiélis
egyiitthatok kozt fenndlld Osszefiiggés igazolasa.

A dolgozat [T.271] alszakaszdban el6keriilt, a hdromszog silypontjadnak koordindtdira vonatkozé
osszefluiggést az OFI &ltal kiadott matematika tankonyvesalad 11. osztalyosoknak irt [3] kotete al-
litasként mondja ki gy, hogy a haromszog csiicsai koordindtainak szamtani kozepe. A bizonyitast
a raadas, azaz emelt szintl részben fejti ki, de nem az altalunk bemutatott médon, hanem azt a
tulajdonsagot hasznalja fel, hogy a haromszog silypontja a silyvonal csticstél tavolabbi harmado-
l6pontja.

A szadmtani sorozat fogalma és els6 n tagjdnak oOsszege az Ujgeneraciés tankonyvesalad 12.
évfolyamosok saméra irt [4] konyvében szerepel. Az 6sszeg bizonyitdsa csak az emelt részben keriil
el6 az n-edik tagra vonatkozo kifejezés felhasznalasaval és azzal az otlettel, hogy kétféle médon adja
Ossze a sorozat tagjait. Ebben a részben kitlizott példa az els6 n négyzetszam Osszegének igazolasa.

A dolgozat elsé fejezetében targyalt tovabbi binomidlis egylitthatdok kozti Gsszefliggések a ko-
zépszintli matematika kerettantervben nem szerepelnek, de specialis matematika tantervben, ma-

tematika szakkoron, versenyfelkészitésben, tehetséggondozasban elékeriilhetnek.
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2. fejezet

Egyszerii aramkorok és

egyenlotlenségek

Ebben a fejezetben a fizikdbdl az elektromossigtant hivjuk segitségiil, és egyszerii aramkorokre
tamaszkodva (a [24] konyv 4. fejezete és a [7] cikk mentén haladva) igazoljuk az ismert kozepek
kozotti egyenl6tlenségeket, valamint egyéb nevezetes egyenlGtlenségeket. Sziikségiink lesz az eredd
ellenallds fogalméra, tovabba felhasznaljuk Ohm torvényét, Kirchhoff térvényeit és Rayleigh mo-
notonitasi elvét is. Tekintsiik at a fizikai alapfogalmakat és Gsszefiiggéseket a [I§] konyv felépitését

kovetve.

2.1. Fizikai alapok

A legegyszerlibb daramkor egy fesziiltségforrasbol, vezetékbdl és fogyasztékbol all. A tovabbiakban
szédmunkra a fogyaszténak az ellenalldsa mint a rajta atfolyé aramot akadalyozé hatdsa és jel-
lemz6 paramétere lesz fontos. Ohm kisérletileg megallapitotta, hogy adott fogyaszté esetén a réa
es6 fesziiltség (jele: U) és ennek hatdsdra rajta atfolyé aram (jele: I) hényadosa alland6. Ezt a
mennyiséget hivjuk a fogyaszté ellenédllasanak (jele: R). Tehdt Ohm torvénye képlettel kifejezve:
no U

A fogyasztokat 0sszekoto vezetékeket idealisnak tekintjiik, azaz nincs sajat ellendllasuk. Ha egy
aramkorbe tobb ellendllast is kapcsolunk, mindig létezik egy olyan ellendllas, melyet az eredeti
ellenallas-halozat helyére kapcsolva ugyanakkora fesziiltség hatdasara ugyanakkora aram folyik at
rajta, mint az eredeti kapcsolds ellendllas-haldzatan 6sszességében. Ezt az ellendllast hivjuk az adott
kapcsolas ered6 ellenalldsanak és dltalaban R.-vel jeloljiik.

Idézziik fel Kirchhoff csoméponti és huroktérvényét, amelyek fizikabol emelt szinten sincsenek

benne a kerettantervben, de hasznos segitség nehezebb aramkorok eredo ellendllasanak meghaté-

rozasahoz, igy nagyon sok helyen tanitjak az emelt szintii érettségire vald felkészités soran.

Torvény (Kirchhoff I. torvénye). Barmely elagazasi pontba (mas néven csomopontba) befolyd ara-
mok er6sségének dsszege egyenl6é az onnan kifolyd aramok erdsségének dsszegével.

Torvény (Kirchhoff II. térvénye). Egy dramkdrben barmely irdnyitott hurok mentén az egyes sza-
kaszok feszliltségeinek és a hurkon elhelyezett aramforrasok bels6 fesziiltségeinek dsszege nulla.
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Kirchhoff térvényeirdl részletesebben olvashatunk a [I8] konyv 7.6. fejezetében. Most a torvények
alkalmazasaként elevenitsiik fel réviden az ellendllasok soros és parhuzamos kapcsoldsa esetén az

eredd ellendllds kiszamitasi modjat, bévebben lasd a [18] konyvben.

Uy Us U,
R Y
~ +
O O
U

2.1. dbra. Sorosan kapcsolt ellenallasok

Ha egy U fesziiltségli dramforrdsra a [2.I] dbra szerint sorosan kapcsoljuk az Ri, Ry, ..., R,
ellenallasokat, akkor mindegyiken ugyanaz az I aram fog atfolyni a nyilakkal megegyezo irdnyban,
ugyanis az egyenaram negativ toltésii elektronok mozgasa, igy az elektronok az aramforras pozitiv
polusabdl a negativ felé aramlanak. Ohm torvénye alapjan az R; ellenallasra eso fesziiltség U; = I R;.
Ha a abran lathaté hurokban a telep pozitiv sarkdtoél indulva az éramutatéd jarasaval ellentétes
iranyban korbemegyiink, akkor Kirchhoff II. térvénye szerint:

U-U;—-U;—...—U,=0.
Az ered§ ellendllas fogalma alapjan U = R.I, tovabba U; = I R;, igy
R I —RiI—Rpl—...— R, I =0,

amit az el0bbi egyenletbe behelyettesitve, majd az egyenleteket rendezve és I-vel egyszerisitve

megkapjuk az eredd ellendllas értékét soros kapcsolas esetén:
Re=Ri+Ry+...+ R, (2.1)

Tehat soros kapcsoléds esetén az eredo ellendllds az egyes ellenallasok Osszege, ami a szamtani koze-

pik n-szerese.

2.2. abra. Parhuzamosan kapcsolt ellendllasok

Ha egy U fesziiltségli dramforrdsra a[2.2] dbra szerint parhuzamosan kapcsolunk Ry, Ry, ..., R,
ellenallasokat, akkor Kirchhoff elsé torvényének megfelel6en a fédgban folyé I aramerdsség meg-

oszlik az ellenallasokon 1gy, hogy mindegyikre ugyanakkora fesziiltség esik:
I=L+DL+...+1,,

ahol Ohm torvénye szerint I; = %, ezért



Az ered§ ellenallds értelmezése alapjan I = amit az el6bbi egyenletbe behelyettesitve, U-val

U
Re’
vald egyszerlisités utan kapjuk, hogy
1 1 1 1
== +t=+...+ 5. (2.2)
Valéjaban tehat parhuzamos kapcsolas esetén az eredd ellendllas az egyes ellendllasok reciprok-
Osszegének reciproka, mely az Ri1, Ry, ..., R, pozitiv szdmok harmonikus kézepének n-ed része.
Kirchhoff torvényei mellett sziikségiink lesz Rayleigh monotonitasi térvényére vagy mas néven

monotonitasi elvére.

Elv (Rayleigh monotonitasi elve). Ha egy ellenéllas-halézatban valamelyik ellenalléas értékét meg-
ndveljik, a rendszer ered6 ellenallasa nem csdkkenhet, és hasonléan, ha valamely ellenallas értékét
csokkentjuk, az ered6 ellenallas értéke nem néhet.

Ez az elv a kordbban felrajzolt soros és parhuzamos kapcsolasok esetén teljesen nyilvanvald,
hiszen mind a , mind pedig a Osszefiiggésben az eredd ellendllds értéke novekszik, ha
barmelyik R; ellendllas értékét megnoveljiik. Egy tetszéleges kapcsolas esetében kénnyebb talan
ugy elképzelni, mintha a vezetékek egy csatornahdlézatot alkotnanak, ahol az ellenallasok a csévek
keresztmetszetével ardnyosak, tehat azt adjak meg, mennyi viz folyhat 4t rajtuk. Igy szemléltethet-
jik, hogy ha barmelyik csatorna keresztmetszetét csokkentjiik, akkor nem lehetséges, hogy az egész
hél6zaton a kordbbinal t6bb viz folyjon at (feltéve, hogy a viz dramlési sebességét nem valtoztatjuk
meg). Ez az elektromossdgtanban azt jelenti, hogy ha barmelyik ellendllds értékét megnoveljiik,

akkor nem csokkenhet az eredd ellenallas értéke.

2.2. Nevezetes kozepek

Igencsak meglep6é médon a nevezetes kozepek kozotti egyenlotlenségek egy része ellenallas-héléza-
tokon keresztiil is szemléltethets. Ehhez a [24] konyvet és a [7] cikket kovetve a hélézatokba kapcso-
l6kat is beépitiink, melyek ki-, illetve bekapcsolasa esetén vizsgaljuk a rendszer eredd ellenalldsat.
A kapcsold ellenallasat zart allapotban nulldnak vessziik (vagyis idedlis vezetékként viselkedik),
nyitott allapotban pedig egy ,szakadas”, azaz végtelen nagy ellendllasnak tekinthet6 (tehat nem

folyik rajta keresztil dram).

2.2.1. Szamtani és harmonikus koézép két szamra

Tekintsiik a abra szerinti kapcsolast nyitott kapcsold esetén, és hatarozzuk meg a rendszer
ered§ ellendllasat! Vegyes kapcsoldsok esetén tgynevezett ,hagymahéj” médszerrel belilrél kifelé
haladva irjuk fel a halozat kisebb egységeinek eredd ellenallasat, majd az adott részeket helyette-
sitjiikk a sajat eredo ellenallasukkal, és igy haladunk tovabb, mig a teljes rendszer ered¢6 ellenallasat
megkapjuk. Ha az A és B pontokra fesziiltséget kapcsolunk, az dram az alsé és a fels6 agon tud
folyni. Ha a felsé agat nézziik, ott R1 és Ry sorosan van kapcsolva, igy a felsé ag eredd ellenéllasa
R1 + Ry. Hasonléan az alsé 4g eredd ellenalldsa is Ry + Ro. A két 4g parhuzamosan van kapcsolva,
tehat a rendszer eredé ellendlldsa nyitott kapcsold esetén:

1 R+ R

S (2.3)

ny __
Rey - 1 4 1
Ri1+R> R1+R>
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(a) Kapcsol6 nyitott dlldasban (b) Kapcsolé zart allasban

2.3. abra. Kapcsol6 allasanak valtoztatésa

ami éppen az Rj, Ry szdmok szamtani kozepe.

Most zarjuk be a kapcsolét és hatarozzuk meg ennek a kapcsolasnak is az eredd ellenalldsat!
Ahhoz, hogy ezt megtehessiik, célszerli a kapcsolési rajzot kicsit atalakitani, hogy jobban elkiiloniil-
jenek a sorosan, illetve parhuzamosan kapcsolt részek a abran lathaté médon. Az atrajzolasnal

kihasznaltuk, hogy a vezeték idedlis, azaz az ellendllasa nulla.

2.4. dbra. A |2.3bl kapcsolasi rajz masik abrazolasa

Az atrajzolds utdn mar vilagos, hogy két blokk van sorosan kapcsolva, amelyek egyenként két-
két parhuzamosan kapcsolt ellenédllasbdl allnak. Egy ilyen blokk eredd ellenéllisa (a parhuzamos

kapcsoléds alapjan):
1

1 1 -
mt R

Tehét a abran ldthaté kapcsolds eredd ellenalldsa:

Ri:l Tt 1:1+1v (2.4)

ami éppen az Rj, Ry szdmok harmonikus kézepe.

Rayleigh monotonitési elve szerint azzal, hogy bezdrunk egy kapcsolot, az eredd ellendllés értéke
nem néhet, ezért a (2.3)) és a (2.4) értékek kozt fenndll a kovetkez6 egyenlStlenség:

Rl—;-Rzz i 2 .
1,1

amivel éppen az R1, Ry szdmok szamtani és harmonikus kdzepe kozti egyenlotlenséget nyertiik.

2.1. Tétel (Szamtani és harmonikus kozép kozti egyenlétlenség). Legyenek aj és ap pozitiv szamok.
Ekkor az A(ay,az) = o1+ a2

yé 7 ” 7 al (l2’ - I
az A = H egyenl6tlenség, ahol egyenl6ség pontosan a; = ay esetén teljesl.

szamtani és a H(a1,a2) = —2+ harmonikus kozepiik kozt fennall

2.2. Megjegyzés. Az aj,ap szamok harmonikus kozepe H(a1,a2) = — i - = alfz alakban is
aj - ay ai - a2

felirhaté. Ez utébbi alak akkor is értelmes, ha aj és ap valamelyike (de csakis az egyik) nulldval

egyenld.
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2.2.2. Szamtani és harmonikus kozép altalanos esetben

Vizsgaljuk meg, hogy a abran milyen specidlis tulajdonsigai vannak az ellenallasok elhe-
lyezésének! Vegyiik észre, hogy a kapcsolé nyitott dllasakor két egyforma ellenallasti blokk van
parhuzamosan kapcsolva. Az eredd ellendllds kiszamolasi médjabol kovetkezik, hogy ha n da-
rab egyforma R ellenallast parhuzamosan koétink, akkor az ered6 ellenallas értéke R, = %. Szintén
fontos észrevétel, hogy a kapcsold zart allasakor valdjaban két egyforma ellenédllas-blokkot kotiink
sorosan, és igy ereddként a blokk eredé ellendllas reciprokanak kétszeresét kapjuk. Ha n ilyen blokk
lenne parhuzamosan kapcsolva, akkor képlet alapjan a reciprok n-szeresét kapnank eredd
ellendllasként. Ezen megfigyelések alapjan megalkothato n ellendllas esetén is az a halézat, mely-
ben a kapcsolék nyitasaval, illetve zardsaval szemléltetheto a szdmtani és a harmonikus kozép kozti
egyenl6tlenség. Az egyszerlibb jelolés érdekében legyenek az ellenalldsok értékei rendre as, ay, ..., a,
pozitiv szdmok. A abran lathaté modon kapcsoljuk 6ssze az ellenalldsokat: minden sorban so-
rosan kapcsoljuk mind az a1, a2, ..., a, ellendllasokat, csak a sorrend legyen méas, minden sorban

az eggyel nagyobb indexii ellendllassal kezdjiik (és az indexeket ciklikusan tekintjiik).

[az}kaﬁgk---k n

o

Sy My B Myl M e
=it

T

az

Ao— —o B
—{ an—1] k{ an | k ax K - K Un—2
g 7 A A 7

2.5. abra. Ellenallas-halézat a szamtani és harmonikus kézép kozti egyenl6étlenséghez

Hatarozzuk meg az igy kapott kapcsoldas eredd ellenallasat! Mivel minden sorban ugyanazok az
ellenéallasok vannak sorosan kapcsolva, igy minden sor ellendlldsa azonos, tehat Osszesen n darab
egyforma, R = a1 +ax+. ..+ a, értéki ellendllast kotottiink parhuzamosan. Ezért a rendszer ered6

ellenallasa:
art+azx+...+ay
- .

RY = (2.5)

Ha az Osszes kapcsoldt bezarjuk, a abran lathato kapcsolast kapjuk. Szamoljuk ki ebben az
esetben is az eredé ellenallast! Vegylk észre, hogy n darab egyforma blokk van sorosan kotve.
Egy ilyen blokk egy oszlop, melyben az a1, az, ..., a, ellendllasok vannak parhuzamosan kapcsolva.

Ezért egy blokk eredé ellenalldsa:




a1 —’az*— —’a3§— a

o H HoH o f 1

1
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2.6. &bra. A [2.5] abra halozata zért kapesolokkal

Az egész kapcsolas eredd ellendllasa tehat

(2.6)

Rayleigh monotonitasi elve miatt az eredo ellenallds értéke nem néhet a kapcsolok zarasaval, ezért
a (2.5) és a (2.6]) értékek kozt fenndll a kovetkezd egyenlStlenség:

a1+a2—|—...+an> n
n _i_|_i+ _|_L'
o ag T oo

an

Ez pedig pontosan az ai, az, ..., a, szadmok szamtani és harmonikus kézepe kozti egyenlétlenség.

2.3. Tétel. Legyenek ay,az,...,a, pozitiv szamok. Ekkor az A = “*+92=-Fdn gzamtani kozepik
és a H = —%—— harmonikus kodzepik kozott az A = H egyenl6tlenség teljestl. Egyenléség

ITrly +L
aq a2, an
pontosan akkor all fenn, ha a; = ax = ... = a,.

A tétel preciz bizonyitdsa megtaldlhat6 a [25] kényvben.

2.2.3. A mértani kozép egy el6fordulasa

A kovetkez6 példa a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok (KoMalL) fizika rovatdaban jelent
meg 2016 februdrjaban P. 4813. jelzéssel (a feladatot kitiizte: Bertalan Zoltan).

2.4. Feladat. Tekintsiik a abran lathat6 hidkapcsolést.

a) Mekkora a kozépsé ellendllas értéke, ha az A és B pontok kozotti eredd ellendllds éppen a

kozépso ellenallas értékével egyezik meg: Rap = x?

b) Megvalaszthaté-e x értéke ugy, hogy az eredd ellendlldas Ry és Ry négyzetes kozepe legyen:
Ri + R3

Rap =\ ———="
AB 9
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(a) A 4] feladat kapesolasa (b) Hidkapesolds kiilonbézé ellendllasokkal

2.7. abra. Hidkapcsolasok

A megoldéashoz t6bb tton is eljuthatunk, példaul a hidkapcsolas egy lehetséges atrajzolasa az
tgynevezett csillag-delta atalakitds, amelynek leirdsa megtalalhat6 tobbek kozott a [18] konyvben.
Mi most a leginkabb ,,ablakmoddszer” néven ismert eljarast hasznaljuk, mely Kirchhoff csoméponti
és huroktorvényén alapul. Ha az A és B pontokra U fesziiltséget kapcsolunk, a rendszeren Ohm
torvénye alapjan I = R% erdsségli aram fog &atfolyni. Ennyi folyik be az A ponton, megoszlik
valahogy az 4gak kozt, majd ennyinek kell ki is folyni a B ponton. A kapcsolasi rajzban
ezeket az aramokat tiintettiik fel. Az x ellenallason atfoly6 I, dramot tetszOlegesen vehetjiik fel,
ha viszont negativ szdmot kapunk eredményiil, az annyit jelent, hogy az altalunk felvett irannyal
ellentétes irdnyban folyik az aram. Irjuk fel a abran bal oldali, majd a jobb oldali hurokra is
a huroktorvényt:

I1R1 + Ix + 4Ry = 0,

LRy + I3Ry — I,x = 0.

(2.7)

Ezenkiviil a csomoéponti torvény szerint a abra harom, példaul a B, C, D betiikkel jelolt cso-
mopontjaira a kdvetkezo teljestl:
Ib—1—-13=0,
L —L—1,=0, (2.8)
L+ 13— 1,=0.

Igy 6t egymastél fiiggetlen egyenletet kaptunk az I, I», I3, I4, I, ismeretlenekre. Ezekbél kife-
jezhetOek az dramerdsségek és az eredd ellendllasra is adddik egy Gsszefiiggés. Ebben a feladatban
ez utébbi természetesen z-et tartalmazza, amelyet a feladat eredeti feltételének figyelembevételével
hatdrozhatunk majd meg. A levezetés megtaldlhaté tobbek kozott a [26] cikkben, béar a hidkapcso-
14s ered6 ellendllasara vonatkozo Osszefliggés tobb mas helyen is eléfordul. A [26] cikk a abra
szerint 0t kiillonbo6z6 ellenallasbol all6 hidkapcsolas esetén hatarozza meg az eredd ellenallas értékét:

_ RiRaR3 + RiRyR4+ R1R3R4 + RiR3Rs + R1R4Rs + RpR3Ra + RoyR3Rs + RaRaRs

R,
RiRy + R1Rs + R1Rs + RyR3 + RyRs + R3R4 + R3Rs + R4Rs

A konkrét KoMaL feladatnak megfeleléen az el6bbi képletben a kovetkezd helyettesitéseket kell
elvégezni: Ry = R1, Ry = Ry, R3 = Ry, R4 = Ri1, Rs = x. Ekkor Gsszevonas utdn az ered6

ellenallas értéke:
x(Rl + Rz) + 2R1 Ry
R, = . 2.9
R1+ Ry +2x (2.9)
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A feladat szerint az R. = x egyenletet kell megoldani, amely a (2.9)) 6sszefiggés alapjin a nevezével

vald szorzas utan a kovetkez6 alakot oOlti:
2(Ry + Rp) + 2R1 Ry = x(Ry + Rp) + 222,

ahonnan rendezéssel Ry Ry = 22 adodik, azaz

x =+ RiRy,

ami az Ry, Ry szamok mértani kézepe. Ebbdl kovetkezik, hogy a feladat a) részében szerepld
feltétel pontosan akkor teljesiil, ha = éppen a megadott két ellenallas mértani kozepével egyezik
meg.

Miel6tt a feladat b) részére ratérnénk, vizsgaljuk meg az eredd ellendllas értékét megadé (12.9)

Osszefiiggést. Ha « = 0, akkor az x ellenallas vezetékként viselkedik, és igy a hal6ézat olyan, mint
a|2.3bl abran lathaté kapcsolas, ilyenkor R, = R?lfz;%, ami a két ellenallas értékének harmonikus
kozepe. Ha x = oo, akkor az ellendllas egy szakadas, és igy a kapcsolas a abran lathato
kapcsolassal egyezik meg, ezért az eredd ellendllas értéke R, = w, azaz a két ellenallas

értékének szamtani kozepe. Rayleigh monotonitasi elve szerint, ha z értékét noveljik, az eredd
ellendllas értéke nem csokkenhet, tehat a (2.9) Osszefiiggés x-nek monoton nové figgvénye kell
hogy legyen, ami az alabbi dtalakitasb6l matematikailag is latszik:

x(Ri+ R2)+2R1R;  Ri+ R, (Ri— Rp)?
R+ Ry + 2z N 2 2(R1+R2—|—2$).

Emiatt az eredo ellendllds az Ry, Ry szdmok harmonikus és szdmtani kozepe kozti értéket tud csak
felvenni. Ez azt is jelenti, hogy az x = RjR> esetben kapott eredd ellendllas értéke is a szamtani

és a harmonikus kozép kozé esik. Ezzel a kovetkezo tétel n = 2 esetét nyertiik.

2.5\./Tétel. Legyenek as,az, ..., an pozitiv szdmok. Ekkor az A = @1+%2>-=2du gzamtani, a G =

= naiap...a, Mértani és a H = harmonikus kozepuk kozott A = G = H egyenl6t-

. n
T3 14 + L

, - . Py ap a2  an
lenség teljesul. Egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha a1 = a2 = ... = a,.

A tétel bizonyitdsa megtaldlhaté a [25] tankonyvben, de két szdm esetén a [22] tankonyvben is.
A feladat b) részének megvélaszoldsdhoz ismerniink kell a négyzetes kozép viszonyat a tobbi
kozéphez képest.

2.6. Tétel. Legyenek aq,ay, ..., a, pozitiv szamok. Ekkor az A szamtani, a G mértani, a H harmo-

2 2
a1+a2+,,,+

nikus és az N = - ai négyzetes kozepuk kozt érvényes az N = A = G = H egyenl6tlenség.

Egyenl6ség pontosan akkor &ll fenn, ha a1 = a2 = ... = ay,.

Bizonyitas. Az A < N egyenlStlenség igazoldsa torténhet a szokasos teljes négyzetté alakitassal,
de mi most inkdbb az . alszakaszban igazolt Csebisev-egyenlOtlenséget tétel) hasznaljuk.
Feltehetd, hogy a1 < a2 < ... < a, (kiilénben az indexeket felcseréljitk, ami dltal a bizonyitandé
egyenlStlenség nem valtozik). Alkalmazzuk a Csebisev-egyenlétlenséget az m; = a; és x; = a;

(1 =1,...,n) szereposztassal. Ekkor:

(a1 +az+...+ap)(ar+az+ ... +a,) <n(ad +a3+...+d2).
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Az egyenlétlenség mindkét oldalat n2-tel osztva, majd négyzetgyokot vonva (ami a szamok poziti-

vitdsa miatt ekvivalens atalakitds) a tétel allitasat kapjuk:

al—l—a2+...—|—an<\/a%—|—a%+...—l—a%

n n

Egyenloség akkor teljesiil az tétel szerint, ha m1 =ma = ... = m, vagy x1 = 22 = ... = Tp,

azaz a1 = a2 = ... = Qp. O

Most mar meg tudjuk valaszolni a feladat b) részének kérdését. Mivel a négyzetes kozép
legaldbb akkora, mint a szdmtani kozép, és lattuk, hogy a[2.7al dbran 1év6 kapcsolds eredd ellenélldsa
legfeljebb az R1, Ry szamok szamtani kézepe, ezért csak egyetlen esetben lehet az eredd ellendllas
értéke az R1, Ry szamok négyzetes kozepe, mégpedig ha Ry = Ry, és ekkor a két szdm minden

nevezetes kozepe megegyezik.

2.7. Megjegyzés. A (2.7)—(2.8) egyenletrendszer megoldasakor eléfordulhat, hogy I, = 0 megoldast

kapunk eredményiil, azaz az x ellenallason nem folyik dram. Ezt a specidlis esetet ellenallas mérésére

R R
is hasznaljdk a Wheatstone-féle kapcsolasban a [2.7bl abra szerint. Ha ugyanis R—l = R—Z, akkor
4 3

belathaté, hogy a C és D pontok ekvipotencidlisak, azaz a C' és D pontok kozti fesziiltség nulla.

Ilyenkor Rs-6n annak értékétdl fiiggetlentl nem folyik at dram. Méréshez ezen az elrendezésen
annyit modositanak, hogy Rs helyére bekotnek egy érzékeny ampermérét (a rajta atfolyd dram
er6sségét mérd miiszer), az ismeretlen ellendlléast bekotik példaul az Ry ellenallas helyére, Ry helyére
pedig egy valtoztathaté ellendllast kdtnek. Az ellendllas értékének valtoztatasaval az a cél, hogy az
amperméro ne mutasson aramot. Ilyenkor tigynevezett kiegyenlitett Wheatstone-kapcsolds jon 1étre,

az ismeretlen ellenallas értéke pedig egyszeriien kifejezhetd a masik harom ellenallds segitségével.

2.3. Tovabbi nevezetes egyenlotlenségek

A abra szerinti elrendezésben specidlis volt az ellenalldsok értéke, hiszen parosaval megegyez-
tek. Tobb ellenallasra vonatkozo altalanos esetben is tigy valasztottuk meg Oket, hogy egy-egy dgban
mind az n kiillonbo6z6 ellenéllds pontosan egyszer forduljon eld. Most vizsgaljuk meg a[2.3a] dbra hé-
l6zatanak azt az altaldnositasat, amikor mind a négy ellenallas kiillonb6z6. Legyenek az ellenéllasok
a abra szerint a, b, ¢, d értékliek, majd ezekkel irjuk fel a monotonitédsi elv alapjan a kapcsold

nyitott, illetve zart allasakor meghatarozott ered6 ellendllasok kozott fennalld egyenlGtlenséget.

2.8. abra. Kapcsol6 nyitott allasban

Nyitott kapcsold esetén a rendszer eredé ellendlldsa:

1 _(a+Db)(c+d)

m‘i‘ﬁ a+b+c+d
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zart kapcsold esetén pedig:

1 ac . bd
+3 at+e b+d

Rayleigh monotonitasi elve miatt

(a+b)(c+d) o _ac bd
a+b+c+d a+c b+d

teljesiil.

2.8. Allitas. Legyenek a,b, ¢, d nemnegativ val6s szamok, ahol a + ¢ B 0 és b+ d 2 0. Ekkor:

(a+b)(c+d) . _ac bd
a+b+c+d a+c b+d

Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha ad = be.

Bizonyitas. Rendezziik nulldra az egyenlStlenséget, majd hozzuk kozos nevezére a torteket, ekkor
azt kell igazolni, hogy

(a+b)(c+d)(a+c)b+d)—acla+b+c+d)(b+d)—bd(a+b+c+d)(a+c)

=0.
(a+b+c+d)(a+c)(b+d)

Mivel a tort nevezéje mindig pozitiv, elég csak a szamlaléval foglalkozni. A zardjelek felbontasa és

Osszevonas utan (megfelel6 odafigyeléssel) a szamlalo a kovetkez6 alakot olti:

a?d? + b*c? — 2abed.
Vegyiik észre, hogy ez éppen (ad — bc)?, ami nemnegativ. Igy tehét a tort értéke sem negativ, nulla
pedig pontosan akkor, ha az ad = bc feltétel teljesiil. Ezzel az allitas egyenlotlenségét belattuk. [
2.3.1. Milne-egyenlGtlenség

A abran lathato kapcsolas tovabb altalanosithaté, ha nem két ellenallast kotiink sorosan egy
dgban, hanem n darabot a abra szerint.

a1 ar as - an
’ \ v .
g R v B R v S DN R

2.9. abra. Ellenallas-halozat a Milne-egyenlGtlenséghez

Elso6 esetben a kapcsoldk legyenek mind nyitva, és hatdrozzuk meg a kapcsolés eredo ellenallésat.
Két n hosszi 4g van parhuzamosan kapcsolva, ahol a fels6 4g eredé ellenallasa: R, = a1+ax+. . .+ay;
hasonléan az alsé 4gé: Ry = b1 + by + ... + by. Igy a teljes hélézat eredd ellenallasa a kapcsolok
nyitott allapotaban:

n

Zaz lez

—1

RY = T T

+
a1 +ar+...+a, bi+byr+...+b, Z“z z;z
1=

n .
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2.10. abra. A abra halozata zart kapcsolok esetén

Zarjuk be a kapcsoldkat, ekkor a abra szerinti kapcsolast nyerjiikk. Hatarozzuk meg az

ered§ ellenallast! Az a;, b; ellendllasokbdl 4ll6 parhuzamosan kapcsolt blokk eredé ellenéllasas:

1
1+1‘
473 bz

R, =

Ha ezeket minden i-re sorosan kapcsoljuk, akkor az ered¢ ellenallas:

i=1 1 + 1 1
1= —_— —_— 1=
a; bi

Rayleigh monotonitési elve alapjan a kapcsol6 zardsaval az eredd ellendllds nem néhet, igy fennall

a kovetkezo egyenlOtlenség:

n n
doaiy b,
=1 =1 o a;b; ‘
zn:ai—l-zn:bi izlai—i_bi
i=1 i=1

Ezzel az Ggynevezett Milne-egyenl6tlenséget nyertiik, amelyet Edward Arthur Milne (1896-1950)

angol asztrofizikus és matematikus 1925-ben irt fel.

2.9. Allitas (Milne-egyenlétlenség). Legyenek ag, az, ..., an, €S by, bz, ..., b, (n = 2) nemnegativ
szamok, ahol a; + b; > 0 minden i = 1,...,n esetén. Ekkor:

n n

S,

=1 =1 o a;b; '

- - a; + b;

Z a; + Z b =t
i=1 i=1

Bizonyitas. Az allitas tobbek kozott teljes indukciéval is bizonyithat6. Az n = 2 eset éppen af2.8] 4l-
litds, amelyet mar igazoltunk. Tegyiik fel, hogy n-re igaz az egyenlGtlenség és lassuk be ebbdl
(n+1)-re is. Alkalmazzuk a[2.8 4llitdst a kovetkezd szereposztdsban: legyen a = a1 +az +. ..+ an,
b=apn+1,c=br+by+...+b,ésd=0by+1. EKkor a+c¢>0és b+ d > 0, igy

(a+b)(c+d) . _ac bd
a+b+c+d  a+c b+d

teljestil, ami azt jelenti, hogy

n+1 n+1 n n

Sa S Yayn

=1 =1 =1 =1 an+1bn+1
n+1 n+1

L “ * an+1 + bp+1 .
> ai+ Y b dai+ > b
i=1 i=1 =1 =1
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Itt a jobb oldal els6 tagjara az indukciés feltevést alkalmazva:

i=1 =1
tehat
n n
Sacyn L, b
i=1 i=1 @;0; Op+10n+1
—_— = +
n n ;aivai an+1 +0n+1 Za,—i—b
Z a; + Z b; =
i=1 i=1
ami éppen a kivant egyenlGtlenség. O

2.10. Megjegyzés. Belathat6 (ldsd a [7] cikket), hogy a[2.9] dllitasbeli egyenlétlenségben az egyenld-

ség pontosan akkor teljestl, ha az a = (a1, ay,...,a,) ésab= (b1, by,...,b,) vektorok egyiranyuak.

2.3.2. Minkowski-egyenlotlenség egy specialis esete

A 28] 4bran 1év6 ellendllds-halézat egy mésik lehetséges dltaldnositdsa a abran lathaté. Ha
az Osszes kapcsold nyitva van, akkor n darab a; + b; ered6 ellenallasi 4g van parhuzamosan kotve.

A rendszer ered¢ ellenallasa ilyenkor:

1
R = 5
i=1 a; + bz
Ao— —Oo B
(a) Nyitott kapcsoldk (b) Zéart kapcsoldk

2.11. abra. Ellenallasok kapcsolasa a Minkowski-egyenlétlenséghez

n
1
Ha az 6sszes kapcsolot bezarjuk, a[2.11bl dbran lathaté elrendezést kapjuk, melyben egy Z — és

i=1 %i
n
egy Z b eredo ellenallasi blokk van sorosan kotve. Ekkor a rendszer ered6 ellenéllasa:
i=1 "t
1 1
R: = +
i
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Rayleigh monotonitasi elve alapjan a kovetkezd egyenlotlenséget kapjuk:
1 1 1
IR T

S,
2oavh Za X

=1 " i=1

<7

Vegylik észre, hogy az elobbi egyenlttlenség jobb oldalan az ag,ap,...,ay és b1,by, ..., b, szdmok
harmonikus kozepeinek n-ed része all. A bal oldal pedig az a1 + b1,a2 + b2, ..., a, + b, szamok
harmonikus koézepének n-ed része. Ha mindkét oldalt n-nel megszorozzuk, az alabbi allitasban

szerepld egyenlGtlenséget nyerjuk.
2.11. Allités. Legyenek a;, b; (1=1,2,...,n) pozitiv szdmok. Ekkor

Hy(a1 +bi,a2 + ba,...,an +by) = Hy(a1,a2,...,a,) + Hy(b1,b2,...,by), (2.10)
ahol H,, az argumentumaban szerepl6 n darab szam harmonikus kozepét jeldli.

Bizonyitas. Az allitast teljes indukciéval igazoljuk. Az n = 2 eset pontosan a [2.8 4llitds a = ag,

b = b1, c = ap, illetve d = by szereposztassal. Tegyiik fel, hogy n-re igaz az egyenlotlenseg és lassuk

be (n + 1)-re is. Legyen i = 1,2,...,n esetén af'= a;, by'= b; és legyen al) = M, illetve
Gn + Gn+1
bpb
b = Pl Az indukeis feltételbél adédéan:
bn + bn+1
Hy(af+bp ... all+ b)) = Hy(af, ... al) + H, (b3 ..., bE). (2.11)
Vegylik észre, hogy
Hn(ajll?]a .. ,ay[:zl) = 1 1 - 1 1 - an+l(a1:|‘>‘1. ’ an+l)
1 1o, (A n
ay t...t An—1 + <an + an+1)
és hasonléan
H bi,...,b
Hn(bE,bE): 1 1n =n n+1( 1,+17 n+1).
1 n
AR (bn T an)
Tehét a (2.11) egyenlétlenség igy irhato:
n
Hy(af 4 0o+ 6) = — " (Hnva(as, . anen) + Hpra (b, -, bosa) ). (2.12)

Alkalmazzuk most a allitast az an, an+1, by, bp+1 Szadmokra:
Anln+1 bnbn+l < (an + bn)(an+l + bn+1)
ap + ap+1 bn + bn+l a an + bn + ap+1 + bn+1 .
Mivel H,, vilagosan lathaté médon monoton névé fiiggvénye barmely valtozdjanak, igy

(an + bn)(an+l + bn+l)> _
ap + by + ap+1 + bp+1

aE—I—bE:

Ho@l+ b2 a0 < H, <alﬂ+b5..., =gy

n
=1 1 1 =

Qp—1+bp_1

An41 +bn+1

n
= — 1Hn+1(a1 + by,a2 + bz, ce e, Qp+1 + bn+1).
Ezt a becslést a (2.12) egyenlStlenségben felhasznélva:
" Hn+1(a1 + bl, ce, Qp+1 + bn+1) = L Hn_g_l(al, ce, an+1) =+ Hn+1(b1, ce bn+1) ,
n+1 n+1
amit —Lg-gyel egyszertisitve éppen a bizonyitando allitast kapjuk n helyett (n + 1)-re. O
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2.12. Megjegyzés. Megmutathatd, hogy a allitasban az egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha
az a = (a1,az,...,a,) és a b= (by,b2,...,by,) vektorok egyiranytak.
A (2.10]) egyenlétlenség egy alkalmazasaként tekintsiik a kovetkezd feladatot, amely a KoMal

1987. majusi szamaban jelent meg F. 2639. jelzéssel.

2.13. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a1, a, ..., a, pozitiv szamok, akkor

1 _ 1
1 1 1 1 1 1
+ +... 4+ —+ — 4+ ...+ —
1+ar 1+4a2 1+a, a1 a2 Qy,

=

3=

A 213 feladat I. megoldasa. Irjuk fel a allitast az ag,az,...,a, és az 1,1,...,1 szdmokra!
Ekkor

1 - 1 1
I I T =1 1 TtT1 1 T
+ + ...+ -+ -+t —F—+ .+
l14+a1 1+ap 1+ a, 1 1 1 az an
1 1
Vegytik észre, hogy +— 7 = —, igy az iménti egyenl6tlenségbdl rendezéssel éppen a
1 + 1 +...+ 1 n
feladat egyenlotlenségét kapjuk. O

A KoéMaL-ban megjelent hivatalos megoldds a Csebisev-egyenlétlenséget hasznalja. Erdemes

ezt is megnézniink.

A[2.13] feladat Il. megoldasa. Mivel a feladatban szerepld egyenlétlenség az a1, ay, ..., a, szdmok

sorrendjétdl nem fiigg, feltehetjiik, hogy a1 = a2 = ... = a,. Alkalmazzuk az[I.7] tételt a kovetkezd
1

szereposztéssal: legyen m; = — és x; = . Az (a;) monoton csokkend sorozat, ezért az (m;)
@ :

1+a
7 (2
és az (z;) monoton névekvd sorozat, tehdt ezekre teljesiil a Csebisev-egyenlStlenség feltétele, igy

21 & 1 1 1
— =n — .
= @i ;1—1—&1' ;ai 1+aq
Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon
l 1 _(1—|—a,~)—ai_i_ 1
a; l—i—ai_ ai(l—i—ai) _ai 1—|—CL7;7
ezért . . . .
1 1 1 1
=SS
i=1 """ i=1 v =1t =1 v

Innen a bal oldali kifejezéssel és n-nel valé osztassal kapjuk, hogy

1 1 1
iS f— ,
Slta I

ami éppen a feladat allitasa.

2.14. Megjegyzés. A (2.10) egyenlStlenség H,, jelolések nélkiil igy is felirhato:

=1

Ez az egyenl6tlenség valdjaban a kovetkezo egyenlétlenségesalad tagja.
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2.15. Tétel (Minkowski-egyenlétlenség). Legyenek a;, b; (i = 1,2,...,n) valds szdmok és p = 1.

Ekkor:
n 1/19 n 1/p n 1/17
(Zkli +bi|p> = (Z Iai|p> + (Zlbi|p> :

i=1
Hap < 1ésp g 0, tovabba a;,b; (i = 1,2,...,n) nem nulla szdmok, akkor az egyenl6tlenség
forditott irannyal teljesuil.

Vegyiik észre, hogy p = —1 és a; > 0,b; > 0 esetén a Minkowski-egyenl6tlenség a meg-
jegyzésben megfogalmazott alakot 6lti, amely a allitas.
Egy mésik érdekes eset a p = 2, ilyenkor:

n 1/2
<Z|ai|2> :\/a%—i—a%—i—...—i—a%,
=1

ami az n dimenziés a = (a1, ay,...,a,) vektor euklideszi hossza. Ez n = 2,n = 3 esetben kozép-

iskolabdl is ismert koordindta-geometridban, ahol egy vektor hosszat |a| jeloli. Ezzel a jeloléssel
maga a Minkowski-egyenl6tlenség a p = 2 esetben igy irhatd fel: |a + b| < |a| + |b|. Ezt szokas az
n dimenziés haromszog-egyenlotlenségnek nevezni, amely két dimenziéban hetedikes tankonyvek-
ben is el6fordul csak szavakban megfogalmazva: egy haromszog barmely két oldalhosszanak Gsszege
nagyobb a harmadik oldal hosszénal (feltéve, hogy a hadromszog nem elfajuld).

Az eddig targyalt nevezetes kozepeken kivil be lehet vezetni az az, a2, ..., a, pozitiv szamok

p-edik hatvanykoézepét (ahol p & 0 valds szam) a kévetkezéképpen:

1
a’l'+a72’—|—...+aifl> /P
- .

Mpy(a1,az,...,ap) = (

Ennek specidlis esetei éppen a kordbban ismertetett nevezetes kozepeket adjék. A p = —1 eset, a

harmonikus kézép, mar el6fordult, csak eddig Hy,-nel jelolve:

Hn(alva27"'aan) :M—l(alva27~--7an) — 1 1

Tovabba p = 1 esetben a szamtani kozepet nyerjiik:

al+az2+...+ap
Mi(ay,az,...,an) = - ,

p = 2 esetén pedig a négyzetes kozepet:

2 2 2
ai+a;+...+a
Mg(al,ag,...,an):\/ 1 2 n.

n

A Minkowski-egyenlétlenséget nl/P-vel osztva a hatvanykozepekre p = 1 esetben a kovetkezd egyen-

16tlenség adodik:
Mp(al +b1,...,an + bn) = Mp(al, e ,(Ln) + Mp(bl, RN bn),

ha pedig p < 1, akkor a forditott egyenl6tlenség érvényes. A [28] konyvben leirt médon a hatarérték-
szamitas segitségével a hatvanykozép fogalma kiterjesztheté a p = 0 esetre is, amikor a geometriai
kozepet kapjuk:

Vv

Mo(az,az,...,an) = "a1az...an,.

A Minkowski-egyenl6tlenségrol bévebben a [36] cikkben olvashatunk.

39



2.3.3. Egy OKTYV feladatbeli egyenl6tlenség

A 2013/2014-es tanévben az Orszégos Kozépiskolai Tanulményi Versenyen matematikabdl a speci-

alis tantervii gimnéziumok kategoridja donté forduldjaban tiizték ki az aldbbi feladatot.
2.16. Feladat. A p és q pozitiv szamokra p + ¢ < 1. Igazoljuk, hogy barmely m,n egészekre
(L= p™)" 4 (1= )" = 1.
Ezt az egyenl6tlenséget 1968-ban J. C. Turner és V. Conway vetette fel ellenallas-halozatok
kapcsdn, 1asd a [33] cikkben. Most az 6 gondolatmenetiiket kozoljik.

A[2.16] feladat 1. megoldasa. Eldzetesen vegytik észre, hogy az egyenlStlenséget elegendd p+¢q = 1
esetén igazolni. Valoban, ha p+q = 1 esetén teljesiil, akkor p és ¢ koziil barmelyiket (akar mindket-
t6t) csokkentve az egyenlétlenség bal oldala novekszik, tehat tovabbra is fennéll az egyenlStlenség.

Tekintsiik a abra szerinti n sorbdl all6 csupa egyforma és egyméastol fiiggetleniil miikodo
ellenallasbél épitett haldzatot, melyben minden sorban m darab ellenallas van sorosan kapcsolva.
Az eddigiektél eltéréen most nem az ered6 ellenallast keressiik, hanem annak a feltételét vizsgaljuk
meg, hogy ha az A és B pontokra fesziiltséget kapcsolunk, akkor folyik-e 4t dram a rendszeren. Ha
minden ellenallas tokéletesen miikodik, akkor a fejezet korabbi részeiben targyaltak alapjan az eredd
ellenallast kiszamolva az atfoly6é aram erésségét is pontosan meg tudjuk hatarozni. Tegytk fel, hogy
mindegyik ellendllas csak p valészinliséggel miikodik és ¢ = 1 — p valdszintiséggel nem miikodik,
azaz szakadasként viselkedik. A kapcsoldst egy uthélézatnak tekintve ugy is fogalmazhatunk, hogy
az egyes Utszakaszokon (az ellenalldsok helyén) p valészinliséggel tudunk dthaladni és ¢ = 1 —p

valészintiséggel le van zarva. Mekkora esélyiink van A-bol B-be eljutni?

1. oszlop 2. oszlop m. oszlop

1. sor —’ ‘—’ ‘—(:)—----_(:)_
2. sor —’ ‘—’ ‘—(:)—----_(:)_

2.12. abra. A [2.16| feladat kapcsolasa

Mivel a sorok kozott nincs atjarasi lehetéség, ahhoz, hogy A-bol B-be folyhasson dram, legaldbb
egy sorban az Osszes ellenallasnak miikdnie kell. Annak valoszinlisége, hogy egy rogzitett sorban

mind az m darab egymastél fliggetlen ellenallas miikodik, p™, tehat
P(egy rogzitett sorban legalabb egy ellenéllds nem miikodik) = 1 — p™.

Vagyis mivel n darab sor van és a benniik talalhaté ellenallasok egymastdl fliggetlenek, ezért
P(mindegyik sorban legaldbb egy ellenallds nem miikodik) = (1 —p™)".

Ez utobbi eseménynek a komplementere jelenti azt, hogy van olyan sor, amelyben minden ellenallas

miikodik, azaz folyik aram A és B kozt, tehét

P(A és B kozt folyik aram) =1 — (1 —p™)". (2.13)
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1. oszlop 2. oszlop m. oszlop

\ { \ { \

1 sor —| | | | | o e e B
\ { \ { L]

2. sor — | | | | I —

)
[}
L}
. . . | .
. . . ] .
| [ | [ |
n. sor ] | ] | ]

2.13. abra. A |2.16| feladat kapcsolasa 1j vezetékekkel

_OB

Most tegyiink tijabb vezetékeket a kapcsolasba, mégpedig oszloponként zarjuk révidre a ab-
ra szerint. Ahhoz, hogy ebben a rendszerben A-bdl B-be folyhasson aram, sziikséges és elégséges,
hogy minden oszlopban legalabb egy ellenallas miikodjon. Egy oszlopban n darab ellenallas egy-

mastol fliggetleniil 1 — p valdszinliséggel nem miikodik, tehat

P(egy rogzitett oszlopban nincs miikodo ellenallds) = (1 — p)™,

igy
n

P(egy rogzitett oszlopban van miik6do ellenédllds) =1 — (1 —p)"™.

Mivel 6sszesen m darab egymastdl fliggetlen oszlop van, ezért

P(A-bél B-be folyik dram) = P(minden oszlopban van miik6dé ellenallas) =

=(1=00=p")"

(2.14)

Az abrak alapjan latszik, hogy az els6 kapcsolas része a masodiknak, tehdt a masodik kapcso-
lasban legaldbb akkora valdszintiséggel fog dram folyni, igy a (2.13]) és a (2.14]) valdszintiségek kozt

a kovetkez6 egyenlotlenség all fenn:
1=(1=p")'=(1-01-p")",
melybol atrendezés utan a feladat egyenlétlensége adodik. O

Az OKTYV feladat hivatalos megoldasi itmutatéjaban nem ellendllas-halézat szerepelt, hanem

egy n sorbél és m oszlopbél allé tablazat. Erdemes ezt a gondolatmenetet is végigjarnunk.

A[2.16] feladat Il. megoldasa. Tekintsiink egy n sorbél és m oszlopbdl 4116 tablazatot (a abran
az n = 4,m = 6 eset ldthatd), melynek celldit egyméstdl fiiggetleniil p valésziniiséggel pirosra, ¢

valdszintiséggel kékre szinezziik és 1 — p — ¢ valdszintiséggel fehéren hagyjuk.

2.14. abra. Szinezett tablazat

Hatéarozzuk meg a kovetkez6 két esemény valdszintiségét:
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A: a tablazatnak van olyan oszlopa, melyben minden mezé kék;
B: a tablazatnak van csupa piros mez6bol allo sora.

Annak valészintlisége, hogy egy rogzitett oszlopban minden mez6 kék, ¢", mert n mezét egyméstol
fliggetleniil q valdsziniiséggel szineziink kékre. Ebbdl kévetkezGen annak valdszintisége, hogy egy
rogzitett oszlop nem csupa kék, 1 — ¢". Ha ez a tdblazat minden oszlopara igaz, akkor az m
egymastol fiiggetlen oszlop (1 — ¢™)™ valészintiséggel nem csupa kék, ami az A komplementerének
valoszintisége, tehat

P(A)=1—(1—¢")™

A B esemény val6sziniisége hasonl6 gondolatmenettel adédik: annak valészintisége, hogy egy rogzi-
tett sor minden mez6je piros, p™. Ennek komplementer eseményének valészintisége, azaz hogy egy
rogzitett sorban van nem piros mezd, 1 —p™. Osszesen n sor van a tdbldzatban, igy annak valészini-
sége, hogy minden sorban van nem piros mezé: (1 —p™)™. Ez a vizsgalt B esemény komplementere,
igy

P(B)y=1—(1—p™)".

Az A és B esemény egymast kizdrja, ezért valésziniiségiik Osszege legfeljebb 1, azaz
P(A)+P(B) <1,
amibdl rendezés utan pontosan a feladat egyenlétlenségét kapjuk. O

2.17. Megjegyzés. Az egyenlétlenség a [10] cikk nyomén élesithets. Tegyiik fel, hogy n < m és
vezessiink be egy C eseményt a kovetkez&képpen: a [2.15 dbran pottyokkel jelolt mezéket mind
fehéren hagyjuk.

[ el e

2.15. dbra. Megjelolt mezok az egyenlGtlenség élesitéséhez

Mivel a pottyokkel jelolt mezokbol alkotott alakzat m mez6bdl all, melyek mindegyike 1 —p—gq
valbszintiséggel fehér, ezért

PC)=(1-p—q™

Vegytik észre, hogy a C esemény A-t és B-t egyardnt kizarja, tehiat P(A) + P(B) + P(C) < 1

teljesiil, ami azt jelenti, hogy
I=(1=p")"'+1=-Q1=¢")"+A-p—q@" =1,
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ahonnan
A=p")"+(1=¢")"=z1+(1=p—q)™

Ez az OKTYV feladatbeli egyenl6tlenség egy élesitése.

2.4. Mobdszertani kitekintés

2.4.1. Kerettantervi illeszkedés

Fizika. A fejezetben el6fordul6 fogalmak: dramerésség, fesziiltség, ellendllas, Ohm-torvény, eredd
ellenallds, Kirchhoff térvényei, Rayleigh monotonitasi elve.

A fizika A kerettantervben Ohm térvénye, azaz egyszerti aramkoérokben az ellenallas, a fesziilt-
ség és az dramerdsség kozti kapcesolat eloszor a 9-10. évfolyamon keriil el6, de mar a 7-8. évfolyam
végén elvart tudas az elektromos aram fogalma, egyszerti dramkorok tervezése, épitése (szimula-
ciokban akar), soros és parhuzamos kapcsolas felismerése, illetve dramerdsség- és fesziiltségmérés.
Ebbdl is lathatd, hogy az A kerettanterv nem a képletekre helyezi a hangstlyt, hanem a mindennapi
problémak (haztartdsbeli hadlézatok megtervezése, mérések) koré épiti fel a fizika egyes fejezeteit.
Akarmelyik kerettanterv szerint tanitva a fizikat nagyon lényeges fejlesztendd képesség a mérés, il-
letve a mért adatok értelmezése, hiszen maga a fizika mint targy a kornyezeti folyamatok, jelenségek
mérésén, megfigyelésén alapul, melyekbdl a torvények, osszefiiggések felismerhetéek.

Fizikabdl a B kerettanterv a 7-8. évfolyamon részletesebben targyalja az elektromossigtant és
az egyenaram témakort, ebben mér ekkor elvart ismeret Ohm térvénye és annak alapjan valo sza-
molas. A 9-10. évfolyamon ismét elokeriil az Ohm-toérvény mar teljes aramkorre alkalmazva, tehat
a tanulénak meg kell tudnia hatdrozni kiillonb6z6 (egyszerii) kapcesolasok, hélézatok ered6 ellendl-
lasat. Természetesen csak soros vagy parhuzamos és ezekbol Osszeallitott kapcsolasok esetén, mivel
a soros vagy parhuzamos blokkokra le nem bonthat6 halézatok ered6 ellenédllasanak meghataroza-
sdhoz sziikség van Kirchhoff torvényeire, ami még az emelt szintli fizika érettségin sem elvaras. A
11. évfolyamon tovabb boviil a témakor, ugyanis Ohm torvényét valtéarami aramkorokben is kell
tudni értelmezni. A fejezetben felhasznédltuk tovabba Rayleigh monotonitasi elvét, ami Kirchhoff

torvényeihez hasonléan a koézépiskolai fizika kerettantervekben nem szerepel.

Matematika. A fejezetben el6fordulé fogalmak: szamtani, mértani, harmonikus, négyzetes kozép,
hatvanykozepek, Milne-, Minkowski-egyenl6tlenség.

Atlagot szdmolni nagyon hamar megtanulnak a didkok, hiszen félévi és év végi értékelésnél je-
gyiiket (dltalaban) az adott tantdrgyi atlaguknak megfeleléen kapjak. A kozépszintii matematika
kerettantervben a szdmtani és mértani k6zép a 9-10. évfolyamon fordul el6 el6szor az algebra téma-
korben definiciéként és két pozitiv szdm esetén a koztiik fenndllé egyenlGtlenséggel egyiitt. Késébb
a valosziniiségszamitas fejezetben is talalkozhatunk ezekkel a fogalmakkal akkor mér t6bb szamra
is felirva, hiszen a statisztikabol ismert atlag fogalma megegyezik az adott szamok szamtani koze-
pével. A kozépszintli matematika kerettantervben a fejezetben el6fordulé t6bbi nevezetes kozéprol
nem esik sz6, mint ahogy a Milne- és Minkowski-egyenlétlenség sem fordul el6.

Az emelt szintli matematika kerettanterv A valtozatdban mar a 9-10. évfolyamon bevezetésre

keriil n szdmra megfogalmazva mind a szamtani, mértani, harmonikus és négyzetes kozép a koztiik
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fennalld egyenlotlenséggel egytitt. Bizonyitani algebrailag csak két szam esetén kell tudni, emellett
alkalmazasuk el6fordul a széls6érték-feladatokban és masodfoku fliggvények vizsgalatdban. Késobb
a geometria témakorén beliil két pozitiv szdm esetén megjelenik a szamtani és a mértani kozép kozti
egyenl6tlenség geometriai bizonyitasa. Az emelt szinti matematika kerettanterv B valtozata ebben
a témakdrben kevesebbet jelol meg, ugyaniugy a 9-10. évfolyamra teszi a szdmtani és mértani kbzép
és a koztiik 1év6 egyenlOtlenség targyalasat, két szam esetén megmutatja az algebrai és geometriai
bizonyitast is, de nem varja el a harmonikus és a négyzetes kozép ismeretét. Tovabbi nevezetes
egyenlotlenségekkel egy 15 orés fejezetben lehet foglalkozni, a kerettanterv konkrét példakat is emlit,
de ett8] a tanar eltérhet. Erdekesség, hogy ebben a részben emlitésre keriil a Jensen-egyenlétlenség,
amelyet mi a [3.6] definiciéban a konvexitds megfogalmazdsakor mondunk majd ki.

Ebbdl a fejezetbdl jol latszik, hogy milyen jelentosége van a kozépiskolai matematikai verseny-
felkészitésnek, tehetséggondozasnak, hiszen versenyeken, KéMal-ban kitiiz6tt feladatokban nagyon

sok nevezetes egyenl6tlenség fordul el6, melyek a kerettantervben egyaltalan nem szerepelnek.

2.4.2. Tankonyvi kapcsolédasok

Fizika. A fizika B kerettantervnek megfeleléen mind a Mozaik Kiad6 [9] tankényve, mind az
OFT 4ltal kiadott [35] tankonyv 8. évfolyamon targyalja az elektromossigtan alapfogalmait, melyek
kozott Ohm torvénye is szerepel. Mindkét tankonyvben elvart ismeret kapcsolasok felrajzolasa,
felismerése, de maga az eredd ellenallas fogalma és soros kapcsolds esetén a kiszamolasa csak a
Mozaik Kiadé tankonyvében talalhaté meg.

Az OFI a fizika A kerettantervhez is kidolgozott egy tankényvsorozatot, hasonléan a matema-
tikdhoz ez az Ujgenerécids fizika tankonycsaldd. Ennek 8. osztalyos [31] tankonyve bar megemliti
Ohm-torvényét, a képlettel valdé szamolas nem elvaras, nincsenek hozza kapcsolodo feladatok, in-
kabb az aramkorok rajzolasan van a hangsuly. A 9-10. évfolyamon, amikor az elektromossagtan
témakore ismét visszatér, mar 6sszetettebb aramkorokben is kell tudni a tanuléknak eredd ellenal-
last szamolni, ahogy azt a konyvekben talalhaté kidolgozott példak és feladatok igazoljak. Bar mint
emlitettiik, Kirchhoff két térvénye emelt szintii fizika érettségin sem tananyag, mégis tobb példa-
tarban, emelt szintl fizika érettségire készité feladatsorban taldlhatéak olyan feladatok, amelyek

soran sziikséges Kirchhoff csoméponti és huroktérvényének ismerete.

Matematika. A 10. osztalyos Sokszinli matematika [22] tankonyv a Masodfoku egyenlet cimii
fejezetében vezeti be két pozitiv szam szamtani és mértani kdzepét egy-egy specidlis kozépérték-
tulajdonsdgbdl kiindulva. A koztiik fennéllé egyenlStlenséget kimondja n pozitiv szdmra a 2.6 té-
telhez hasonlbéan, de az algebrai bizonyitast csak két szam esetén irja le. Tobbféle alkalmazast is
mutat a tankényv, nem csak széls¢érték-feladatok témakorébol, tobbek kozott elokeriil annak igazo-
l4sa, hogy barmely pozitiv szam és reciprokanak osszege legalabb 2. Erdekes a 98. oldal 4. feladata:
»Egy autds utjanak elsé felét 50 kTm, a masik felét pedig 60 kTm sebességgel tette meg. Mekkora

atlagsebességgel tette meg a teljes utat?” Ennek megoldasa ugyanis az atlagsebesség

Osszes megtett Ut

Vatlag = — YN
atlag osszes eltelt ido

képlete alapjan az 50 és 60 szdmok harmonikus koézepe. Mivel ez csak kitiizott példa, a tanuld az

eredményrol csak akkor tudja megmondani, hogy ez a harmonikus kézép, ha korabban mar hallott
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err6l vagy a tanéran megbeszélték. Fizikabol az atlagsebesség fogalma 7. osztalyos ismeret, bar
ekkor a szamolas legfeljebb kiegészitésként, illetve versenyeken fordulhat elé. A 9-10. évfolyamon,
amikor a mechanika ismét el6keriil, akkor bonyolultabb mozgasoknal is kell tudni atlagsebességet
szamolni. Erre a fogalomra épit majd a pillanatnyi sebesség, mely tulajdonképp egy nagyon révid idé
alatt (At — 0) esetén értelmezett atlagsebesség. Késébb a Geometria cimii fejezetben megjelenik
két pozitiv szdm szamtani és mértani kozepe kozt fenndllé egyenlGtlenség geometriai bizonyitasa
is, amelynek ide valé beillesztése azzal indokolhatd, hogy a geometriai bizonyitashoz sziikséges
derékszogli haromszogben a magassagtétel, amit viszont csak akkor tanulnak a diakok.

A Hajdu Sandor altal szerkesztett [16] tankonyv Statisztika cimii fejezetét a nevezetes koze-
pek (szdmtani, mértani, harmonikus, négyzetes) definidlasaval kezdi, de a feladatok koziil csupén
egy emelt szinti taldlhatd, melyben az elébbi kézepek kozt fenndlld, a tételben megfogalma-
zott egyenlGtlenség bizonyitasat kéri. A kidolgozott feladatokban viszont elékeriil egy-egy példa a
szamtani, mértani és harmonikus kozép alkalmazasara.

Az OFI altal kiadott Ujgenerdciés matematika tankonyvesaldd a szémtani és a mértani koze-
pet 10. osztalyban a Kozépértékek és a négyzetgyok cimi fejezetében vezeti be. A definiciot két
pozitiv szdmra mondja ki, de atlagot t6bb szambdl is szamol (annak kimondésa nélkiil, hogy ilyen-
kor a megadott szamok szdmtani kozepét hatarozza meg). A Mértani kozép a geometridban cimi
fejezetében rdadédsként, azaz emelt szintli anyagként bevezeti két pozitiv szdm négyzetes és har-
monikus kozepét is, és kimondja a tételben megfogalmazott nevezetes kozepek kozott fennalld

egyenlGtlenséget, melyet geometriai iton bizonyit.
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3. fejezet
Egyensuly és szélsoérték

A hétkoznapokbdl is jol ismert az energiaminimum elve, melyet egyszerlien ugy fogalmazhatunk
meg, hogy minden fizikai rendszer a lehetd legkisebb energiaju dllapot elérésére torekszik. Ebben a
fejezetben harom olyan matematikai jellegii széls6érték-problémat mutatunk be, melyek megoldasa
az energiaminimum elvére tamaszkodva fizikailag is szemléltethet6. Eloszor egyenest illesztiink egy
adatsorra rugok segitségével, majd a haromszog silypontjanak egy nem til kozismert maximumtu-
lajdonsagat igazoljuk az elektrosztatikus egyensuly felirasaval, tovabba egy kozépiskolai tankonyvi

matematikafeladathoz is mutatunk egy fizikai meggondolast kotelekre akasztott tomegekkel.

3.1. Linearis regresszio

A linedris regresszio tobbnyire a statisztikdban, valamint mérések kiértékelésekor keriil el6 hasznos
modszerként, amikor is a kévetkezo feladatot kell megoldani.

Adott n adatpér az (x;,y;) (i = 1,2,...,n) koordinatakkal (a abran pontokkal jelolve), és
keressiik meg ekkor annak az egyenesnek az egyenletét, amely ,legjobban illeszkedik” a megadott
pontokra. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy x1 < x2 < ... < x,. Ekkor az, hogy az y = ax+b
egyenletli egyenes ,legjobban illeszkedik” a megadott pontokra, matematikailag jelentse azt, hogy

az
n

S(a,b) = > (yi — (az; +b))° (3.1)

i=1
négyzetes eltérés minimalis.

3.1.1. Matematikai megoldas

Keresendd tehét a (3.1) képlettel értelmezett kétvaltozds S fiiggvény abszolit minimumbhelye (ha
egyaltalan van). Mivel az S fiiggvény R?-en van értelmezve, igy barmely globalis minimuma egy-
ben lokalis minimum is. Elevenitsiik fel kétvaltozos fiiggvényekre vonatkozdan lokalis szélsGérték

létezésének sziikséges feltételét!

3.1. Tétel (Lokalis szélsGérték szitkséges feltétele). Tegyuk fel, hogy a kétvaltozos f fuggvény értel-
mezve van az (a,b) CRP pont egy kdrnyezetében. Ha az f-nek az (a,b) pontban lokalis széls6értéke
van és itt mindkét valtozo szerinti parcialis derivaltja létezik, akkor

O f(a,b) = 02f(a,b) =0.
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3.1. dbra. Egyenesillesztés

A tétel bizonyitdsa megtaldlhat6 a [29] jegyzetben.
Mivel az S fiiggvény kétvaltozds polinom, ezért minden pontban akarhanyszor differencidlhato,

igy léteznek az elsérendii parcidlis derivaltjai, mégpedig:

nS(a,b) = — znj 2(y; — (am; + b)),
=1
02S(a,b) = — 2”22(% — (az; +0)).

Il
-

7

Ha S-nek az (a,b) pontban lokélis széls6értéke van, akkor a 01 f(a,b) = 92f(a,b) = 0 feltételbdl a

kovetkezo egyenletrendszert nyerjiik:

n n n
Zaziyi —aZaz? — bZCL’i =0,
=1 =1 =1
n

Zyi—azgvi—nbzo.
i=1

=1

A masodik egyenletbdl a b ismeretlent kifejezve adodik, hogy

n n
Z Yi—a Z Li
=1 =1

p i

)
n

amit az elsé egyenletbe helyettesitve:

n

n 2 n n n
a<nzx§—(zxi) ) N RN (3.3)
i=1 =1 i=1 =1

i=1
Itt a bal oldal masodik tényezdje pozitiv, aminek belatasahoz alkalmazzuk az tételben szerepld
Csebisev-egyenl6tlenséget az m; = x; (i = 1,2,...,n) szereposztassal. Mivel az (z;) sorozat szigo-
rian monoton noévé, igy a Csebisev-egyenlétlenségben egyenldség nem teljestilhet. A széban forgd

pozitiv tényezével osztva a (3.3)) egyenlet bal oldalat megkapjuk a értékét:

n n n
=1 =1 =1 ) (34)

a= n n 2
nyoa? = (Sw)
i=1

=1
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Ezutan mar b értéke is megadhato:

n n n
Lo Lo nzxzyz—zﬂﬁzzyz
S e h 03

n 2
=
’ anf - < .TUZ>
i=1 i=1

A (3.1)) egyenletrendszer egyetlen megoldédsa tehat a (3.4)—(3.5) szdmpdr, melyre a tovabbiakban
az (arzbrhjelolést fogjuk hasznalni.

A kapott (arsprhpont csupan egy lehetséges lokalis szélsGértékhelye az S fliggvénynek, am
nem biztos, hogy itt valoban lokalis szélséérték van. Egyetlen lehetséges globalis széls6értékhely
is egyben, mert S minden globalis szélséértékhelye egyuttal lokélis is. Annak megallapitasihoz,
hogy valoban lokalis széls6értékhelyrol van-e szd, a lokalis szélsOérték 1étezésének egy elégséges
feltételét célszerti felidézni, amihez sziikségiink van a masodik derivalt matrix fogalméra és bizonyos

tulajdonsagaira. Az elékeriil6 tételek bizonyitdsa megtaldlhat6 a [29] jegyzetben.

3.2. Definicié. Legyen az f kétvéltozés fiiggvény kétszer differencidlhaté az (a,b) [CRP pontban
(azaz az (a,b) pont egy kornyezetében léteznek a O1f(x,y),02f(z,y) parcidlis deriviltak és az
igy kapott parcidlis derivaltfiiggvények differencidlhatéak az (a,b) pontban). Ekkor az f méasodik
derivalt matrixa, masnéven Hesse-matrixa az (a,b) pontban:

H(a,b) = 9 f(a,b)  001f(a,b)
’ 0102 (a,0)  Bf(ab) |

A Hesse-matrix fontos tulajdonsaga, hogy szimmetrikus.

3.3. Tétel (Young). Ha a kétvaltozos f fuggvény kétszer di[erkncialhat6 az (a,b) [R? pontban,
akkor 0102 f(a,b) = 0201 f(a,b), tehdt a H(a,b) Hesse-matrix szimmetrikus.

Szimmetrikus méatrixok esetén szokas bevezetni a kiilonb6z6 definitségek fogalmat.

a f

3.4. Definicié. Legyen A =
By

) [CR?*? szimmetrikus méatrix. Azt mondjuk, hogy az A

matrix

pozitiv definit, ha det A > 0 és a > 0;

pozitiv szemidefinit, ha det A =0 és a = 0;

negativ definit, ha det A > 0 és a < 0;

negativ szemidefinit, ha det A =0 és a < 0;

indefinit, ha det A < 0.
Most mar készen allunk a lokalis széls6érték létezésére vonatkozo elégséges feltétel kimondéséra.

3.5. Tétel (Lokalis széls6érték létezésének elégséges feltétele). Tegylk fel, hogy a kétvaltozos f
fuggvény kétszer di [erencialhat6 az (a,b) [CRP pontban és 01 f(a,b) = d2f(a,b) = 0.

49



1. Ha a H(a,b) Hesse-matrix pozitiv (negativ) definit, akkor az f-nek szigoru lokalis minimuma
(maximuma) van az (a,b) pontban.

2. Ha a H(a,b) Hesse-matrix indefinit, akkor az f fuggvénynek az (a,b) pontban nincs lokalis
széls6értéke.

Hatarozzuk meg az S fliggvény méasodrendii parcidlis derivaltjait és irjuk fel a Hesse-métrixat!
Egyszert szamolassal kapjuk, hogy

n

035(a,b) =Y af,

=1

01025(a,b) = 2015(a,b) = in’
=1
955 (a,b) = n.

Ebbdl kévetkezden az S fiiggvény Hesse-métrixa minden (a,b) [CR? pontban a kovetkezd alakot
Olti:
n n

St S

H(CLJ)) — z‘fll =1

El‘i n

=1

Ennek determinansa,
n n 2
det H = nZwZZ - (le>
i=1 i=1

pozitiv, amit mar a egyenletrendszer megolddsakor igazoltunk. A Hesse-matrix bal felsé ele-
me az x; értékek kiilonboz6sége miatt pozitiv (hiszen csak x1 = x2 = ... = z, = 0 esetén lehetne
nulla), ezért az S fiiggvény Hesse-matrixa pozitiv definit. Ekkor a tétel szerint az S fliggvény-
nek a lokalis széls6érték sziikséges feltételébél kapott (aprhpontban szigort lokilis minimuma
van. Kétvaltozos fiiggvényeknél altalaban nem kovetkezik ebbdl, hogy ez a lokalis minimum egy-
ben globalis minimum is, viszont most kihasznalhatjuk az S fliggvény egy specialis tulajdonsagat,
mégpedig azt, hogy az egész sikon konvex. Az egyszeriiség kedvéért a konvexitas fogalmat csak az

egész R?-en értelmezett fiiggvényekre mondjuk ki.

3.6. Definicié. Az f: R? - R fiiggvény konvex, ha minden z1, 7, [RP és minden ¢ []0, 1] esetén

flter + (1= t)az) < tf (1) + (1 — 1) f(22).

A konvexités kétszer differencidlhaté fiiggvény esetén a Hesse-matrixrdl is leolvashaté, errél szol

a kovetkez6 tétel, melynek bizonyitasa ugyancsak a [29] jegyzetben olvashato.

3.7. Tétel. Legyen f: R? — R mindeniitt kétszer di[erencialhatd. Az f fuiggvény pontosan akkor
konvex, ha a Hesse-matrixa minden pontban pozitiv szemidefinit.

Konvex fliggvények esetén barmely lokédlis minimumbhely egyben globélis minimumbhely is.

3.8. Tétel. Legyen f: R? — R konvex fiiggvény. Ha f-nek valamely xo pontban szigor( lokalis
minimuma van, akkor az xg pont szigoru globalis minimumbhely is egydttal.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f-nek az zo [CR? pontban szigori lokélis minimuma van. Ekkor
létezik olyan § > 0, hogy az xg pont egy § sugari pontozott kérnyezetében minden fiiggvényérték
nagyobb, mint f(xo), vagyis f(y) > f(xo), ha 0 < |y — z¢| < 6. Indirekt médon tegyiik fel, hogy xo

nem szigoru globalis minimumbhely, azaz létezik olyan xz1 B x¢ pont, melyre
f(zo) = f(x1). (3.6)
Tekintsiik ekkor az y = txg + (1 — t)z1 pontot, ahol ¢ [(0,1). Mivel
ly = ol = It + (1= t)a1 — o] = |1 — tllzo — a1,

ezért ha |1 — t| elég kicsi és pozitiv, akkor 0 < |1 — t||lxo — x1] < 6, és igy y benne van az xg
pont § sugarti pontozott kdrnyezetében. Rogzitsitk most az y B xp pontot ezzel a tulajdonsiggal.

A konvexitas definicidja alapjan

f(y) = flteo + (1 = t)z1) < tf(xo) + (1 — 1) f (1),

ahonnan a (3.6)) indirekt feltevés alkalmazasaval kapjuk, hogy

fly) =tf(zo) + (1 —=1)f(x1) = tf(wo) + (1 —1)f(z0) = f(wo).

Az egyenlStlenséglanchdl f(y) < f(xo) adédott, ahol 0 < |y — x| < J, ami ellentmond annak, hogy

az xo-ban szigoru lokalis minimuma van az f-nek. O

A formuléaval értelmezett S fiiggvényrol mar megmutattuk, hogy a Hesse-métrixa minden
(a,b) CRP pontban pozitiv szemidefinit, igy a tétel szerint S konvex.

Osszefoglalva azt kaptuk, hogy az S fiiggvénynek a és Osszefiiggések altal meghata-
rozott (aprhpontban szigort lokdlis minimuma van, és mivel S az egész R? sikon konvex, ezért
ez egyben szigoru globalis minimumbhelye is. Visszatérve a kiindulédsi feladatra, melyben a meg-
adott és a abran szemléltetett (x;,y;) adatpontokra kerestiik a ,legjobban illeszked” egyenes
egyenletét, az S fiiggvény globdlis minimumhelyének megtaldlasaval azt kaptuk, hogy a feltételnek

megfelelen legjobban illeszkedd egyenes egyenlete: y = apn+ b

3.1.2. Egyenesillesztés rugdkkal

A kovetkezOkben a linedris regresszié alapfeladatat fizikai tartalommal ruhézzuk fel. A [24] konyv
alapjan tekintsik a abran lathaté mechanikai rendszert! Az xy sikon legyenek rogzitettek az
(x;,yi) adatpontok, majd mindegyikhez kosstink egy kezdetben nulla hosszisigi rugédt. A rugdk
masik végét rogzitsiik az abran pirossal jelolt elhanyagolhaté tomegili ridhoz gy, hogy mindegyik
rugoé csak az y tengellyel parhuzamosan tudjon megnytlni.

Egy rugd potencidlis energidja £ = %Dlz, ahol D a rugdéllandd, I pedig a rugd megnyult
hossza. Lathat6, hogy a potencidlis energia ardnyos a rugb hosszanak négyzetével. Mivel az (x;,y;)
pontban 1év6 rugéndl I; = y; — (az; + b), tovdbba az egész rendszer potencidlis energidja az egyes
rugok potencidlis energidinak Osszege, ezért a rendszer potencialis energiaja:

n
E(a,b) = Z

1=1

D(y; — (ax;i + b))z.

DN |

51



yp (74, yi) D

(a) Egyensulyi helyzet (b) Forgatényomaték meghatdrozésa

3.2. dbra. Egyenesillesztés rugdkkal

Ahogy a fejezet bevezetésében utaltunk ra, a természetben minden rendszer az energiaminimumra
torekszik, igy a riad egyensilyi helyzetében lesz a rendszer Gsszes potencialis energiaja minimélis.

Vegyiik észre, hogy az F(a,b) fiiggvénynek pontosan akkor van minimuma, amikor a
formuléval értelmezett S(a,b) fiiggvénynek, hiszen csupan egy pozitiv szorzétényez6ben térnek el
egymastol.

Tegytk fel, hogy a abran pirossal jelolt riad az M pont koriil surléddasmentesen el tud
fordulni, és ezt felhasznélva irjuk fel ra az egyensily feltételét.

Ha a rid mint merev test az egyenstlyi helyzetben éppen « szoget zar be a vizszintessel (az z
tengellyel), akkor az egyenstilydhoz két feltételnek kell teljesiilnie. Egyrészt a ré hatéd erdk ereddje
legyen nulla: .

> F =0, (3.7)
i=1
ahol F; az i-edik rugé altal kifejtett erd, ami Hooke térvénye szerint a rugd megnyulasaval aranyos,
és az ardnyossagi tényezé a rugbillandé, tehdt F; = D(y; — (az; +b)). Masrészt pedig a radra hat
erok forgatonyomatékainak ereddje legyen nulla, azaz
En:k:iFi cosa =0, (3.8)
i=1
ahol k; az F; er6hoz tartozd erdkar, a cosa szorzd pedig azért sziikséges, mert az erének csak a

rudra meréleges komponense fejt ki forgaté hatast. Ha az i-edik adatponthoz rogzitett fliggdleges
z;

cos «

er6k és er6karok nagysagat a (3.7) és (3.8]) egyenletekbe a kiovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:

rugd az x; abszcisszajui helyen van, akkor a hozza tartozd erékar k; = . Behelyettesitve az

S D(ys — (az: + b)) =0,
=1

n

Z i D(y; — (ax; + b)) cosa = 0.
‘= cosa

Itt D-vel valé egyszeriisités és a zardjelek felbontasa utdn az a és b szamokra az alabbi egyenlet-

rendszer adodik:
n

Zyi—aixi—nb:(),

=1 =1

n n n
inyi — afo — bei =0.
i=1 i=1 i=1
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Ez pontosan megegyezik az el6z8 szakaszban térgyalt és pusztdn matematikai uton kapott ([3.2))
egyenletrendszerrel, amelyet ezaltal tehat fizikai jelentéssel ruhdztunk fel. A (3.2]) egyenletrendszer
els6 egyenlete tehat fizikailag a forgatonyomatékok kiegyenlitédését jelenti, mig a masodik egyenlet

az er6k kiegyenlitédését fejezi ki.

3.2. Elektrosztatikus egyensily

Ebben a szakaszban a haromszog egy specidlis tulajdonsiggal rendelkez6 bels6 pontjat keressiik
meg el0szor pusztdn matematikai eszkozokkel, majd mutatunk ra egy fizikai torvényeken alapuld

okoskodast.

3.2.1. Haromszog sulypontjanak egy érdekes tulajdonsaga

A kovetkez6 feladat a KéMalL 2014. majusi sziméaban jelent meg B. 4636. jelzéssel, a feladatot Késa

Tamaés tlzte ki.

3.9. Feladat. Egy haromszog melyik belsd pontjaban maximélis az oldalaktél mért tavolsagok

szorzata?

B

3.3. dbra. Haromszog belsé pontjanak tavolsadga az oldalaktél

Az dltalunk ismertetett megoldéas Széke Taméas dolgozatén alapul. Tekintsiik a[3.3] abran lathaté
ABC haromszoget, melynek oldalai a szokasos jelolésekkel a, b, ¢, tovibba legyen P egy bels6 pontja,
melynek a hdromszog oldalaitél mért tévolsdga rendre z,y,z. Az ABP haromszog teriilete &,
hiszen az AB = c oldalhoz tartozé magassdga z, hasonléan a BC'P haromszog teriilete %5, a CAP
héromszog teriilete pedig %y. Ezen harom haromszog teriiletének Osszege éppen az eredeti ABC
héromszog T teriiletét adja, tehat

axr + by 4+ cz = 2T.

Mivel egy haromszog oldalairdl, illetve tavolsagokrol van szd, az el6bbi mennyiségek értékei nemne-

gativak, ezért felirhatjuk az ax, by és cz szamok szamtani és mértani kozepei kozti egyenlétlenséget:

ax + by + cz

3 = Vaxbycz = /xyz - abe. (3.9)

Vegylik észre, hogy az iménti egyenlotlenségnek a jobb oldala a P pont helyzetétdl fiiggetleniil
allando, mégpedig az ABC hiromszog teriiletének %-a, igy

2
§T = /zyzabc.
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A tétel szerint a nevezetes kozepek kozotti egyenl6tlenségben egyenloség pontosan akkor
teljesiil, ha ax = by = cz. Ekkor % = %y =5 = %, azaz az ABP, a BCP és a C'AP haromszogek
teriilete megegyezik, mindegyik harmada az ABC haromszog teriiletének. Ha létezik ilyen P pont,
akkor a keresett xyz szorzat maximalis értéke

813

27abc’
Belatjuk, hogy pontosan egy olyan P pont van, melyre az elébb emlitett tulajdonsag teljesil.

Legyen az ABC' hiromszog a oldalhoz tartozé magassaga mg,, hasonldéan a tobbi magassaga my
és me. Mivel & = %, ezért a P pontnak rajta kell lennie a BC oldallal parhuzamos, attél 73
tavolsdgban 1év6, az ABC' haromszog mésik két oldalat metszé egyenesen. Hasonléan P rajta van
az AC oldallal parhuzamos, attol 7> tavolsagra 1év6, valamint az AB oldallal parhuzamos, attol
T3¢ tdvolsagra 16v6 és a mésik két oldalt metsz6 egyenesen. Mivel a hdromszog harom oldalegyenese
nem parhuzamos, nem lehetséges, hogy az elébbi egyenesek koziil valamely ketté egybeesik, igy
legfeljebb egy olyan pont van, melyen mindharom egyenes atmegy. Megmutatjuk, hogy ilyen pont
létezik, mégpedig ez a haromszog silypontja.

A B4 4bran lathatd, hogy a hadromszog a oldaldhoz tartozé silyvonal az ABC haromszoget két
egyenld teriiletli haromszogre osztja, mert a QC A és a BQA haromszog magassiga is megegyezik
az ABC haromszog m, magassagaval, a hozzd tartozo alapjuk viszont feleakkora. Ez hasonléan
elmondhaté a t6bbi oldalhoz tartozo silyvonalra is. Az S silypont a silyvonalat harmadolja, ezért
az SQC és a BQS haromszog teriilete hatoda az ABC haromszog teriiletének, hiszen magassaguk
75+, a hozzd tartozé oldaluk pedig 5. Ebbdl kévetkezik, hogy a haromszog harom silyvonala az

eredeti haromszoget hat egyenlé teriiletti hiromszogre bontja.

3.4. abra. Sulyvonalak

Osszefoglalva tehat a haromszog silypontja az a pont, melyre a hiromszog oldalaitél mért

tavolsagok szorzata maximalis.

3.2.2. Fizikai szemléltetés

Az el6z6 részben targyalt feladat fizikai szemléltetéséhez egy latszdlag teljesen tavolinak tiing fizi-
kafeladatbol indulunk ki. A KéMal, 2014. majusi szamaban P. 4648. jelzéssel, Késa Tamés Gtlete
alapjan Vass Miklos tiizte ki ezt a példat.

3.10. Feladat. Harom, végtelen hossziinak tekintheto, egy sikban 1év6, egymést egy tetszdleges
haromszogben keresztezd vékony szigetelOpalcat egyenletesen, azonos toltésslriiséggel feltoltiink.

Hovéa helyezhetiink el egy ponttoltést, hogy egyensiulyban legyen?
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A feladatot elészor a ponttoltésre hatd erdknek az egyensilyi helyzetbeli egymést kiegyenlité
hatasat felhaszndlva oldjuk meg. Ezutan pedig az elektromos potencial bevezetésével az energiami-
nimum elvére tdmaszkodva megmutatjuk, hogy a feladat ekvivalens az el6z6 szakaszban kitiizott
3.9l feladattal.

Egyensiily elektromos térben

A feladat megoldasahoz elevenitsiik fel a sziikséges fizikai mennyiségeket, sszefuiggéseket! Toltések
maguk koriil elektromos eréteret hoznak létre, ami olyan erévonalakkal szemléltetheto, amelyek a

pozitiv t6ltésekbél a negativ toltések felé mutatnak (ldsd a abrat).

v
N

3.5. abra. Elektromos mez06 szemléltetése erévonalakkal

Az elektromos térerésségvektor a tér minden pontjaban az erévonalak érintéje. Ha egy ¢ toltést
barmilyen E térerGsségi elektromos erdtérbe helyeziink, a tér F = gFE erovel fog hatni a toltésre,
tehat a térerdsség az elektromos teret erdkifejté képessége szempontjabdl jellemzi. Egy ponttoltés
akkor van egyensulyban, ha a ra hato erdk ereddje nulla, azaz a feladat sordn azt kell meghatarozni,
hogy a haromszog oldalait adé palcak altal 1étrehozott elektromos erGterek milyen erével hatnak
a ponttoltésre. Az egyszeriiség kedvéért tegyilik fel, hogy mas erd nem hat a ponttoltésre. Egy
végtelen hosszu egyenes szigeteld dltal 1étrehozott elektromos térerdsség nagysaga az egyenestol r

tavolsagban
__n
2meqr’

E(r) (3.10)

ahol 7 a vonalmenti toltésstiriiség (ez a feladatban az egyenletes t6ltottség miatt dllandd) és eg a va-
kuum dielektromos dllandéja. A térerésségvektor a pélca felé mutat, ha az negativan van feltoltve,
illetve sugédriranyban kifelé mutat, ha a palca pozitiv toltésii. Ennek levezetése az elektromossigtan
egyik alapvetd tételének, a Gauss-tételnek a segitségével megtaldlhaté tobbek kozott a [I8] konyv-
ben.

A abran kékkel rajzolt erékkel hatnak a palcak a ponttéltésre, mely a haromszoég harom ol-
dalatél rendre 7, 1y, 7. tavolsagra van. Egyenstly esetén a ponttoltésre haté erdk ereddje nulla, amit
masképp ugy is meg lehet fogalmazni, hogy a harom erévektor zart haromszoget alkot a abra
szerint. Mivel mindegyik er6 meréleges az ABC' haromszog megfelel6 oldalara, igy a abran

lathaté haromszog az eredetihez hasonld, tehat az oldalak ardanya megegyezik, azaz

Irjuk be ebbe az erSk nagysagat a (3.10) Gsszefiiggés szerint. Ekkor

no_ M _
2megrea  2megryb  2megrec’
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F,

Fe

3.6. abra. Ponttoltésre hato erék 3.7. abra. Er6haromszog

amibdl egyszeriisités utan a kovetkezot kapjuk:
rqea = 1pb = rec.

Ez azt jelenti, hogy a ponttoltés a haromszog olyan P pontjdban van egyensilyban, melyre az
ABP, a BCP és a CAP haromszog teriilete megegyezik, azaz a haromszog csicsaibol a P pontba
htzott szakaszok az eredeti ABC haromszoget harom egyenl teriiletii haromszogre bontjak. Az
eléz8 szakaszban a[3.9] feladat megoldésa sordn megmutattuk, hogy ilyen pont egyértelmfien létezik

a haromszog belsejében, mégpedig a hdromszog sulypontja az, amelyre ez a tulajdonsag teljesiil.

3.11. Megjegyzés. Bar nem redlis egy végtelen hosszu szigetelpalca, a feladat megoldédsahoz mégis
sziikséges ez a fajta idealizacié, hogy a Gauss-tétel alapjan egyszeriien lehessen szdmolni az elekt-
romos eréteret. Amennyiben a pélca véges hosszisagu, az egyszerii képlet helyett egy Gsszetettebb

integral kiszamitasiaval hatarozhato csak meg a térerdsség.

Elektromos potencial minimuma

A feladatot széls6érték-feladatként is meg lehet oldani, ha bevezetjiik az elektromos potencial
fogalmat. Lattuk, hogy a toltések maguk koriil elektromos teret hoznak létre, amely mas toltésekre
er6t fejt ki. Ezaltal egy prébatoltésnek a tér valamely rogzitett pontjabdl a tér egy méasik pontjaba
torténd mozgatasihoz munkavégzés sziikséges, tehat a toltésekhez helyzetiiknél fogva elektromos
potencidlis energia rendelhetd. A potencidlis energiat (lasd még a alszakaszban) mindig vala-
milyen nullszinthez képest adjuk meg (elektrosztatikdban kényelmi szempontok miatt ez gyakran
a végtelenben szokott lenni). Tehéat az elektromos potenciél (eletromos potencidlis energia) megfe-
leltethet6 annak a munkanak, amely ahhoz sziikséges, hogy a toltést a referencia pontbél az adott
pontba vigyiik. Az elektromos potencidl részletes targyaldsa megtalalhaté a [I8] konyvben. Nekiink
most csak arra az esetre van sziikségiink, hogy egy végtelen hosszi, egyenletesen toltott szigeteld

palca potencidlja attol r tavolsagban
U(?‘) =kilnr + ko,

ahol k1 < 0 és k2 [CR megfelel6 konstansok, melyek a toltéssiirtiségtol, a kozegtél és a potenci-
al valasztott nullszintjétél fiiggenek. Tébb toltés altal létrehozott potencidl 6sszeadddik, tehat a

ponttoltés potencidlja a harom azonos toltéssiirtiséggel toltott palca esetén
Uered6 = Ua + Ub + Uc = k]_ ln(rarbrc) + Skz (311)
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A fejezet bevezetOjében megfogalmazott energiaminimum elve szerint a ponttoltés egyensilyban
ugy helyezkedik el, hogy potencidlja minimdlis, azaz a Osszefliggés minimumat kell meg-
keresni. Ez k1 negativitdsa miatt egyenértékii azzal, hogy a ponttoltés haromszog oldalaitdl vett
tavolsagainak szorzata legyen maximalis. Tehat a feladat az energiaminimum elve szerint

megegyezik a[3.2.1] alszakaszban térgyalt 3.9] feladat kérdésével.

3.3. Egy kozépiskolai széls6érték-feladat

Most a Mozaik Kiadd Sokszini Matematika, Az analizis elemei cimli 11-12. osztalyosoknak késziilt
[13] tankonyvébdl mutatunk be egy szélséérték-feladatot, melyet elészor a tankonyv gondolatme-
netét kovetve derivalds alkalmazdsdval oldunk meg. A rakoévetkezd alszakaszban pedig mutatunk

egy fizikai megoldast is kotelekre akasztott tomegek segitségével.

3.3.1. Matematika-tankonyvi példa

3.12. Feladat. Egy szoba 5 méter széles fala néz az utciara. Az ablakok és az erkélyajté6 miatt
csak az egyik faltol 2 méterre helyezhetjiik el a mozgasérzékel6t (14sd a abrat). Azt szeretnénk,
hogy az a + b a lehet6 legkisebb legyen. Mekkora o szogben allitsuk be a szenzort, ha az érzékelo

derékszogli térrészt képes figyelni?

3.8. 4bra. Erzékeld altal beldtott rész

Irjuk fel o fiiggvényében a minimalizalandé a + b dsszeget! A QP A derékszogii haromszogben
QPA<C = 90" — o, ezért PAQ< = «, tehdt ctga = 5, tovibbd a PRB derékszogli hdromszogben
tga = g, tehat

a+b=2ctga+ 3tga.

Felteheto, hogy o > 0, mert o = 0 esetén az érzékeld teljesen a b oldal felé fordulva az a oldalt
nem is latné, tehat 1ényegében a = oo lenne, ami az a + b 6sszeg minimalizaldsa szempontjaboél
figyelmen kiviil hagyhat6. Hasonléan o < 7, mert a = 7 esetén az érzékelé az a oldalt latja csak,
a b oldalt pedig nem. Tekintsiik tehat az

f (o, ;T) ~ R, f(a)=2ctga+3tga (3.12)

fiiggvényt, mely « fliggvényében megadja a + b értékét, a feladat szerint célunk ennek minimumat

(ha van) megtalalni. Ehhez idézziik fel a lokalis szélsGérték létezésének sziikséges feltételét!
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3.13. Tétel (Lokdlis szélsérték sziikséges feltétele). Tegyuk fel, hogy a g egyvéltozds flggveny
értelmezve van az g pont egy kérnyezetében. Ha g-nek xzo-ban szélséértéke van és g derivalhatd
ebben a pontban, akkor g'{zg) = 0.

A (3.12) formuldval értelmezett f fliggvény az értelmezési tartomanyan differencialhaté, igy ott

lehet lokalis szélsGértéke, ahol

2 3
. =0.

sina = cos? a

fio)=-
Ko6z6s nevezore hozva kapjuk, hogy

3sin o — 2 cos? o
2 2 =0,
Q COS? o

sin
igy a tort értéke pontosan akkor nulla, ha

3sin® o — 2cos® a = 0, (3.13)

azaz 3sin® a = 2cos® a. Az f értelmezési tartomanyan sin o > 0 és cos a > 0, ezért ekvivalens 1épés
a gyokvonds,

Vv_ V_

3sina = 2cosa,

ahonnan tga = \/g . Jelélje ennek a (0, %) intervallumba esé megoldasat

2
o arctg \/;

Belatjuk, hogy az aaz f fliggvény lokalis széls6értékhelye, s6t egyben globalis minimumbhelye is.

Ennek igazolasdhoz az f fiiggvény szigorti monotonitdsat fogjuk vizsgalni a derivalt segitségével.

3.14. Tétel (Szigorti monotonitas és a derivalt kapcsolata). Legyen I [Rlegy intervallum. Tegyuk
fel, hogy a g: I — R flggvény folytonos I-n és di [Lerencialhat6 I belsejében. Ekkor:

= ha ¢"”> 0 az I belsejében, akkor g szigorian monoton névé I-n;
= ha gM< 0 az I belsejében, akkor ¢ szigorian monoton csékkend I-n.

A tétel bizonyitdsa megtaldlhaté a [25] konyvben. Adjuk meg most az f fliggvény monotonitasi
szakaszait az fUderivalt el§jelének vizsgalatavall Ekkor a lokalis széls6értékhely megkeresésekor mar
eléfordult 3sin? o — 2 cos? v algebrai {(}fejezés elc’i\j)elét kell meghatarozni. Az f fiiggvény értelmezési
tartomanyan ezzel ekvivalens, ha a 3sina ?/ 2 cos a kifejezést eléjelét adjuk meg. Abrazoljuk

kozos koordindta-rendszerben a  3sina és a  2cosa fiiggvényeket (lasd a abrat).

V_

3.9. dbra. A 3sina és  2cosa fiiggvények
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_ V_
Megallapithatjuk, hogy ha o < argakkor 3sina < 2cosa, igy f{a) < 0, tehat ebben az
esetben f szigortian monoton csékkend. Hasonldéan kapjuk, hogy o > aesetén a derivaltfiiggvény
pozitiv, igy az f fliggvény szigoriian monoton névé. Mindezek alapjan arapz f fliiggvény szigord

globalis minimumhelye. Ekkor
flath=2ctgar+ 3tgars 2,45 + 2,45 = 4.,9.

Tehdt a—= arctg \/g = 0,68 = 38,96 esetén a leheto legkisebb az érzékel6 altal be nem latott

falszakasz hossza, és ez a lehet6 legkisebb érték 4,9 méter.

3.3.2. Megoldas a fizika segitségével

A feladat fizikai megolddsahoz a [2I] prezentdcioban szereplé Gtletbdl indulunk ki. Helyet-
tesitsiik a [3.8] dbrdn a QA és RB, valamint a PA és PB félegyeneseket egy-egy végtelen hosszi
sinparral oly médon, hogy a metszetiikkbe gorgot tesziink a abranak megfeleléen tigy, hogy a
gbrgo a sinparok kozott szabadon el tud gordiilni. Ennek a mechanikai szerkezetnek az a lényege,
hogy a [3.10} &brén feketével és a zolddel jelolt két sinpar gy tud egyméson strléddsmentesen
elmozdulni, hogy a szogiik valtozhat kézben, ezt segiti a metszetiikben elhelyezett gorgo. Feltéte-
lezziik tovabbd, hogy a PA és PB végtelen sinek altal bezart derékszog allando és a két sin csak

egyiitt tud elfordulni a P pont kortl.

3.10. abra. Sinek és gorgo

Akasszunk az egyik gorgére 1, a masik gorgére l» hosszusagu kotelet, melyek végére egy-egy m
tomeget helyeziink és hagyjuk magara a rendszert, a abran ezt a helyzetet tiintettiik fel. Az
energiaminiumra valé torekvés miatt a rendszer olyan egyenstlyi helyzetet vesz fel, melyben a két
tomeg Osszes potencidlis (helyzeti) energidja minimélis. Az elektromos potencidlis energidrél méar
volt sz6 a alszakaszban, és ahhoz hasonléan értelmezhet6 a mechanikai potencidlis (helyzeti)
energia. Sziikséges egy nullszint, amelyhez viszonyitva egy h magassagban 1év6 (ha a test a nullszint
alatt van, akkor h < 0) m tomegi test potencidlis energidja Epot = mgh.

Legyen most a potencialis energia nullszintje a QR egyenes, és tegylk fel, hogy a gorgdk az
egyensilyi helyzetben a [3.11] 4brdn jelolt médon az A és B pontokban helyezkednek el. Ekkor a

kotelek végére akasztott két tomeg Osszes potencialis energiaja
Epot = E1+ E> = —(l1 —a)mg — (I — b)mg = (a + b)mg — (I1 + l2)mg.

Az energiaminimum elve szerint a rendszer gy fog bedllni egyensulyi helyzetbe, hogy ez az FEpot

érték minimalis. Vegyiik észre, hogy mivel I3+ allandé, ezért az elébbi kifejezésnek pontosan akkor
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3.11. abra. A |3.12| feladathoz tartozd rendszer egyensiilyi helyzetében

van minimuma, amikor az a + b 6sszeg minimdlis, tehat ha meghatarozzuk a rendszer egyensilyi
helyzetét, megkapjuk a feladat megoldasat.

Tegyiik fel, hogy a kotelek idedlisak, azaz nyujthatatlanok és nincs sajat tomegiik. Ekkor a
tomegek sulyerejét a kotelek tovabbitjak, igy a PA és a PB sinparokra a gorgéknél haté Fy és F>
erék megegyeznek a tomegek stlyerejével (lasd a . abrat), azaz F} = F» = mg.

rd
Flm,/’
L

1

m

3.12. abra. Er6k felbontasa

Mivel a PA és a PB sinpar a P pont koriil szabadon el tud fordulni, az egyensily sziikséges
feltétele, hogy a P pontra (pontosabban a P ponton dtmend, az dbra sikjara merdleges tengelyre)
nézve a forgatényomatékok Osszege nulla legyen.

A forgatényomatékok kiszamitasanal figyelembe kell venni, hogy az erdének csak a PA, illetve
a PB sinre merdleges komponensének van forgaté hatasa, tehat meg kell hatarozni Fi,, és Fb,

er6 nagysagat. Az Fi,, er6komponens merOleges az AP szakaszra, igy Fi,, = ——, hasonléan
sin v
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m
I Az erdk nagysagan kiviil az erdkarokat is meg kell adni, azaz a [3.12| dbrédn kp és
cos

2
ko jeloléstt AP, illetve BP szakaszok hosszat. Az AQP haromszogben k1 = ——, illetve a BPR
sin «

FZm:

haromszogben ky = i Egyensulyban az erék forgaté hatasai kiegyenlitik egymadst, és mivel
Fip, és Fop, ellentétescirziyba forgatnak, ezért az Fi,k1 = Fop ko feltételnek kell teljesiilnie. Ebbe
az Fj, k; értékeket behelyettesitve kapjuk:

mg 2 mg 3

sinasina  cosacosa’
ami rendezés utdn a 3sin? o = 2sin? o alakot 6lti. Ez ekvivalens a ([3.13) 6sszefiiggéssel, melyet
az eredeti tankonyvi matematikafeladat megoldédsa soran derivalas utdn kaptunk. Ezzel tehat egy

fizikai interpretacio segitségével is megoldottuk a tankonyvben kitlizott feladatot.

3.4. Modbdszertani kitekintés

3.4.1. Kerettantervi illeszkedés

Fizika. A fejezetben el6fordulé fogalmak: rugd, rugd energidja, merev test egyensilyanak felté-
telei, vektorok felbontasa; elektromos tér, térerésség, elektromos potencial, toltott szigetelo elekt-
romos tere, ponttoltés és annak egyensilya; mechanikai potencidlis energia (helyzeti energia).

A fizika B kerettantervben a rugé, illetve annak htizéerével aranyos megnytlasa 7-8. évfolyamon
elvart ismeret, a rugalmas energiat, azaz a rugd energidajat a 9-10. évfolyam Energia cimii tematikus
egységében vezetik be. Bar ekkor még nincs kimondva, hogy merev test egyensulyat vizsgaljuk, az a
feltétel, hogy a forgatéonyomatékok Gsszege nulla legyen, mar a 7-8. évfolyamon a forgatonyomaték
fogalmanak bevezetésekor el6kerill, s6t a didkok szadmolnak is az egyensulyi feltételbél hidanyzo
adatokat. Részletesebben a mechanika témakor ismétlésekor, a 9-10. évfolyamon fordul el6 tjra az
erok egyenstilya és a forgatonyomaték, amikor matematikabdl mar szerepelt a vektorok felbontasa
és a szogfiggvények is. Ezaltal mar lehet6ség van ered6 ertket és forgastengelyre nem meréleges
eroket is vizsgalni az egyensiily szempontjabol.

Fizikabdl az A kerettanterv 9-10. évfolyamanak kulcsfogalmai kozott szintén megtalalhato a
rugalmas energia és helyzeti energia. A forgatényomaték, testek egyensulya ebben a felépitésben
elészor csak a 9-10. évfolyamon szerepel, bar a vektorok felbontdsa az A valtozat szerint tanuld
didkoktol is elvaras.

A B2 szakaszban eléfordulé fizikai fogalmak egy része csak egyetemi tananyag, még emelt
szinten sem kell toltott szigeteld elektromos terét ismerni, maga az elektromos potencial is csak a
fesziiltséghez kapcsolodva keriil(het) el6. Az elektromos tér fogalmat mindkét kerettanterv a 9-10.
évfolyamon targyalja, de mig a B kerettanterv tartalmazza az elektromos tér munkajat, a fesziilt-
séget és a hozzd kapcsolédd szamolasokat, addig az A valtozat csak a jelenségek megismerésére,
mindennapokban val6 el6forduldsara fokuszal.

A fejezet szakaszdban bemutatott feladat fizikai hatterébdl csak a potencidlis (helyzeti)
energia fogalma olyan, ami a dolgozat korabbi fejezeteiben még nem fordult el6, ez a kerettan-
tervekben a 9-10. évfolyamon a Munka, energia cim@ témakoron beliil keriil el6 a kerettantervek
célkitiizéseinek megfelelden: az A valtozat a szemléletre helyezi a hangsilyt, a B valtozat pedig

részletesebben targyalja az Osszefliggéseket és a kapcsolddd szamolédsos feladatokat.
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Matematika. A fejezetben el6fordulé fogalmak: linedris regresszié (egyenesillesztés), vektorok
felbontasa szogfiiggvények segitségével, haromszog sulypontja és annak tulajdonsigai, differencial-
szamitas alkalmazédsa széls6érték-feladatok megolddsiaban, tobbvaltozos fiiggvény szélsGértéke.

Statisztika (és valészinliségszamitds) mar a 7-8. évfolyamon el6keriil, majd a 9-10. és végiil a
11-12. évfolyamon tér vissza folyamatosan bovitve a témédhoz kapcsolédéd fogalmakat, feladatokat.
A linedris regresszid, egyenesillesztés nem szerepel a kozépszintli matematika kerettantervben, de
mindhdrom évfolyamon elvaras az adatok, diagramok, grafikonok értelmezési képessége. Szemléle-
tesen ehhez kétheto az a kérdés, hogy milyen tendencidt mutatnak az adatok, a tanulé a megadott
informéaciok alapjan prébaljon becsiilni. Ez nyilvanvaléan egyszerii behelyettesitési feladatta valik,
ha ismert az adatokra illeszthet6 gorbe (egyenes) egyenlete. Az atlagos négyzetes eltérés az emelt
matematika A és B kerettantervben is a 11-12. évfolyamon fordul el6, ami tulajdonképp az egyene-
sillesztés kozelitési hibaja, a kifejezés, amelyet minimalizalni szeretnénk. A kerettantervben a
szoréas kiszamitasa 9-10. évfolyamos ismeretek kozt szerepel, erre lehet akkor is épiteni, ha a
kifejezésre a négyzetes eltérés fogalmat nem is vezetjiilk be, mert szemléletesen vilagos, hogy a
szorasnak kicsinek kell lennie ahhoz, hogy az adatok az egyenesre jobban illeszkedjenek.

A fejezet szakaszdban a legfontosabb matematikai fogalom egy tetszéleges A BC haromszog
S sulypontja, illetve annak az a specidlis tulajdonsiga, hogy az SAB, SBC, illetve az SCA ha-
romszogek egyenlo teriiletliek. Maga a sulypont fogalma a kézépszintli matematika kerettantervben
el6szor a 7-8. évfolyamon a Geometria cimii témakorben szerepel. Tantargyi kapcsolatként a keret-
tanterv a fizikdra utal, ahol az egyensily témakorében a forgatényomaték targyaldsakor sziikséges
a sulypont fogalma, melyet a B fizika kerettanterv mentén tanul6é didkok addigra mar ismernek.

Az egyvaltozoés fliggvény szélsOértéke, derivilasa emelt szintii tananyag matematikdbol, mindkét
emelt éraszami matematika kerettanterveben és az emelt érettségi témakorei kozt is szerepel. A
tobbvaltozés fliggvények, annak szélséértékei és ehhez kapcsolédva a parcidlis derivalas viszont mar

mind az egyetemi analizis targyak témakorébe tartozik.

3.4.2. Tankonyvi kapcsol6édasok

Fizika. A Mozaik Kiadé Fizika tankdnyvcsaladja a B fizika kerettantervhez igazodik. A rugo,
rugés erémér6 mar a 7. osztalyos [8] tankonyvben szerepel az erd fogalmédhoz, méréséhez kapcsoléd-
déan. Ekkor még csak a megnytlés és az er6 kozti egyenes aranyossag a lényeg, hiszen ezzel lehet
mérni. Hooke-torvénye csak a 9. osztalyos [17] tankényvben van leirva. A tomeg és az erd cimil
fejezetben, majd a Munka, energia cimii fejezetben targyalja a konyv a rugalmas energia E = %Dl2
képletét. A 7-8. évfolyamon szemléletre, ardnyossagra alapulé mechanika témakéor a 9. évfolyamon
ismét elGkeriil, de mar sokkal részletesebb targyaldsban. Ebben a tankoényvsorozatban a 9. oszta-
lyos tankonyv mar vektorokkal és szummaés jel6léssel is dolgozik. Precizen kimondja a merev test
egyensilyanak feltételét, amelyet az egyenesillesztéses feladatnal a és a Osszefiiggések
felirasakor alkalmaztunk. Mivel 10. osztalyban az altalanos matematika kerettanterv szerint is ta-
nulnak mar szogfiiggvényeket hegyesszogii haromszégben, illetve szerepel a vektorok felbontésa, igy
tanterv szerint nem okozhat gondot az erék felbontasa és az egyenstily felirasa szogfiiggvények alkal-
mazasaval. Gyakorlatban ez altaldban nincs igy. Mind a szogfiiggvények, mind a vektorok felbontasa

gondot szokott okozni a tanul6knak (kiilonosen ugy, hogy matematikabdl tanultakat kell fizikdban
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alkalmazni, ami teljesen masik targy, és sajnos sok didk fejében a tantargyak élesen elkiiloniilé
,dobozok”, ezért nagyon nehezen alkalmaznak maésik éran tanult ismereteket). A szinusz-koszinusz
keveredése még egyetemen is el6fordul.

A fizika B kerettantervhez illeszked6en az OFI éltal kiadott fizika tankonyvcesalad tematikaja
nagyon hasonlé a Mozaik Kiado fizika tankonyvsorozatéhoz. A rugd, rugalmas erd fogalma méar
a 7. osztalyban el6keriil a [34] tankonyvben, Hooke toérvénye és a rugalmas energia azonban csak
a 9. osztalyos tananyagban szerepel a [I1] tankényvben. Elészor az er6torvény, majd a Munka,
energia, teljesitmény cimi fejezetben a rugalmas energia képlete is megjelenik a hozza kapcsolédo
szamolasos feladatokkal egyiitt.

Az Ujgeneraci6s fizika tankonyvesaldd az A fizika kerettantervhez illeszkedik, de a rugé és a
rugds eréméré ebben is szerepel a [I5] tankonyvben. A rugalmas energia fogalmét el6szor a rugd
megnyujtasakor végzett munkaval vezeti be 9. osztalyban az [I] tankonyv.

A szakaszban el6fordul6 fogalmak mind az elektromossiagtan témakorébe tartoznak, azon
beliil pedig az elektrosztatikdhoz, ami a 10. osztalyos [20] tankényvben szerepel. A kényv bevezeti az
elektromos mez6 fogalmat, jellemzését erévonalakkal és erre épitve a fesziiltséget mint az elektromos
tér munkajat. Megjelenik az elektromos potencidl is, de csak vezetékon értelmezve, és csillagos,
azaz emelt szintl fogalomként. Lathatd, hogy az ide kapcsolédd ismeretek inkabb egyetemi szintii
részletek a fizikabdl.

Ehhez hasonléan a B kerettantervhez az OFI altal kiadott [14] fizika tankonyv 10. osztalyban
vezeti be az elektromos mez6t, az elektromos erévonalakat és fesziiltséget, de ebben sem szerepel
toltott szigeteldk elektromos tere és nem szamol elektromos potencialt sem.

A fejezet [3.3] szakaszdban el6forduld egyensilyi feltételekrdl mar frtunk, ami 4j fogalom, a me-
chanikai potencidlis energia, méds néven helyzeti energia. A helyzeti energia szintén a 9. osztalyos
[17] tankényv Energia, munka cimi fejezetében taldlhatd, ahol valéjdban a konzervativ er6térben
felirhat6 altaldnos potencidl fogalméara épitve mutat konkrét példakat el6szér a méagneses, majd
elektromos mez6 esetébdl, és ennek analégidjara vezeti be a gravitacios térben a helyzeti (potencia-
lis) energiat. Ami az eddigiekbél is latszott, hogy ennek az energidnak az elnevezése nem egységes,
azt a konyv megjegyzésként emliti: lehet helyzeti energia, magassigi energia, potencialis energia,
gravitacios koélcsonhatasi energia, konfiguraciés energia, stb. Szintén a 9. évfolyamon targyalja a
B fizika kerettantervhez igazodé [11] tankonyv a helyzeti energidt a Munka, energia, teljesitmény
cimil fejezetében. A helyzeti energidat az emelési munkéval vezeti be, majd ezutdn mondja ki a
mechanikai energia megmaradéasara vonatkozé térvényt.

A fizika A kerettantervhez illeszkedé Ujgeneracids [I] fizika tankényv szintén az emelési mun-
kdhoz kapcsoléddan targyalja a helyzeti energiat: a felemelt a testnek helyzetébdl adédéan mun-

kavégz6 képessége van, mert példaul leesve més testekkel iitkozhet, rajtuk munkat végezhet.

Matematika. Az OFI &ltal kiadott Ujgeneréciés tankonyvesalad a kozépszint{i matematika ke-
rettantervhez igazodik. A hdromszog stilypontjahoz kapcsolodik a 12. osztélyos [4] tankonyv 76. lec-
kéje, melyben koordindta-geometriai szamitdsok taldlhatéak. A 194. oldal 2. feladaténak tébbféle
megoldasa soran el6keriil a silypont silyvonalat harmadol6 tulajdonsaga is. A silyvonal definicidja

9. osztalyos tananyag, ahogy arra a 10. osztalyos konyv 59. leckéjében utal a silypont fogalmanak
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definidlasakor. A 49. oldal 2. és 3. hazi feladata kapcsolédik ahhoz, hogy a silyvonalak hogyan
osztjak fel a haromszog teriiletét. ElGszor egyetlen stulyvonalrdl kell megmutatni, hogy felezi a te-
ruletet, majd kovetkezik a nehezebb rész, amikor két silyvonalat is be kell hizni a haromszogbe.
A tankonyv dbrdval segiti a feladatmegoldast, melyen kiilon jelolve van, hogy a stulyvonal az oldal
felezGpontjat koti 6ssze a szemkozti csticesal.

A alszakaszban és a szakaszban is szitkség volt vektorok felbontasara, ezt az Ujge-
neraciés matematika tankonyv 10. osztélyosoknak szdl6 [2] kotete az 50. és 51. leckében targyalja.
A bevezeté motivacids feladat a fizikdhoz kdthetd, a parttal 30°-os szdget bezarva vizen halad egy
hajo, amelynek mozgasat a partrdl szeretnénk felvenni. A feladat megolddsdhoz a hajé sebesség-
vektorat kell felbontani parttal parhuzamos és arra meroGleges 6sszetevOkre. Ebben a feladatban
nem keriil eld, de gyakori példa a sebességvektor felbontdsira, amikor egy allandé sebességii fo-
lyén mindig a partra merélegesen eveziink és azt kell meghatarozni, hogy hol fogunk kikotni a tilso
parton. Matematikai szempontbdl tokéletes példa, fizikabdl annyi kiegészités sziikséges hozza, hogy
hallgatélagosan felhasznéljuk a felbontéskor a mozgasok fiiggetlenségének elvét, azaz hogy a csénak
partra merdleges mozgasa fliggetlen a folyo folyasi sebességétdl. Ha a vektorkomponensek hosszat is
kérdezik, akkor altaldban nem keriilhetjiik el a szogfiiggvények hasznalatat. Ez szintén 10. osztalyos
tananyag, amit a [2] tankonyv a Vektorok és hasonlésig cimii fejezete utdn térgyal.

A Sokszin{i matematika tankonyvesaldad 10. osztélyosoknak sz6l6 [22] tankonyve elbb vezeti be
a szogfliggvényeket a Geometria cimi fejezetében, majd ennek végén tanitja a vektorokat.

A linedris regresszié, egyenesillesztés sem a Sokszin{i matematika, sem az Ujgenraciés matema-
tika tankonycsaldadban nem szerepel. Ugyanakkor az adatsokasag értelmezése, jellemzése mindkét
kényv statisztikiahoz kapcsolédé fejezeteiben megtaldlhaté. Az Ujgenericios [4] tankonyv 12. osz-
talyban vezeti be el0szor az atlagtdl vald abszolit eltérést, majd az atlagtoél valdé négyzetes eltérést,
azaz szorasnégyzetet. Ez nagyban hasonlit a Osszefliggésre, csak el van osztva az adatok sza-
méval. Az Ujgenerdcis tankonyv sajatossigai a szdmologép- és szamitégép-haszndlatot igényls
feladatok, a statisztika fejezetében is nagyon sok olyan példa taldlhatd, mely digitalis segédeszkozt
igényel. Természetesen itt is vannak segit6 részek, a 40/A lecke csak arra van szanva, hogy a statisz-
tikai izemmodot elmagyardzza a szamologépeken. Ez értheto is, hiszen manapsag az adatelemzést,
egyenesillesztést, valamint statisztikai mutatdk kiszamitdsat legtobbszor szamitégépes programok-
kal végezziik el.

A3 feladat matematikai megoldédsa a Sokszin{i Matematika tankonyvesaldd Az analizis elemei
cimi [I3] tankonyvébol szarmazik, ahol az alapelv a derivdlds alkalmazdsa. Mivel a derivalds emelt
szint{l tananyag, a kozépszintli matematika kerettantervhez késziilt Ujgeneredciés tankényvben
nem taldlhaté meg. A Hajdu Sandor dltal szerkesztett 12. osztalyosoknak irt [16] tankonyv emelt

anyagként vezeti be a derivalast és késébb ennek alkalmazdasat széls6érték-feladatok megoldasaban.
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