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»A matematika o fizika része. A fizika kisérleti tudomdny, a természet-
tudomdny része. A matematika a fizikdnak az a része, amelyben a kisérletek
olcsok.” E mondatokkal kezdte a matematika tanitasarol szolo eladasat
(lasd [3]) a 20. szazad egyik zsenilis matematikusa, Vlagyimir Igorevics
Arnold (1937-2010), aki a fizikai intuiciot a matematikai gondolkodas nélkii-
lozhetetlen elemének tekintette (egyedi latasmodjarol barki képet kaphat az
idézett elGadasabol, illetve a magyarul kézépiskolai szakkori fiizetként meg-
jelent [2] konyvecskéjébol). Bar Arnold iménti kijelentése kissé merésznek
tinik, annyi mindenesetre bizonyos, hogy szadmos, tisztdn matematikainak
latsz6 eredmény mogott valojadban a jozan ész szaméra teljesen vildgos és
természetes fizikai elvek bijnak meg. Ezek a rejtett gondolatok gyakran
roppant varatlan helyeken bukkannak fel — a [8] konyv példaul egy egész
sereg meglepd Osszefiiggésre vilagit ra —, és gydnyord megnyilvanulasai a két
tudomanyteriilet egyméashoz valé szoros kotédésének.

Jelen irasunk célja is éppen az, hogy egy szép és talan kevéssé ismert pél-
déjat mutassuk annak, ahogyan egyszert fizikai meggondoldsok matematikai
alruhét 6ltenek. Mindossze ellenéllasokat kell megfelel6 médon 6sszekapcsol-
ni, és rogton nevezetes egyenlGtlenségekhez jutunk, mint példéul a szamtani
és harmonikus kozepek kozotti egyenlGtlenség, a Milne-egyenl6tlenség, amely
egy KoMalL feladat megoldésaban is szerephez jutott, valamint a Minkowski-
egyenlGtlenség egy specialis esete. Cikkiinkben az emlitett egyenlGtlensége-
ket el@szor ellenallas-hélozatokbeli fizikai megfontolasok segitségével ,bizo-
nyitjuk”, majd matematikailag is igazoljuk, kozben pedig a torténeti hat-
tertiikré] szintén szot ejtink. Mindvégig csupan elemi eszkozokre tamaszko-
dunk, nagyrészt matematikara, az elején egy kis fizikaval fliszerezve. Néhany
eredményt feladat formajaban fogalmazunk meg és tiiziink ki, ezzel elGsegit-
ve a téméban vald elmélyiilést. Kezd6djon tehat a kaland!

1. Bemelegités: diohéjban az eredd ellenallasrol

Miel6tt ratérnénk az egyenlGtlenségekre, elevenitsiik fel, hogy mit ta-
nulunk a fizikaéran ellenéllasok soros és parhuzamos kapcsolasa esetén az
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1. abra. Ellenallasok soros kapcsolasa

eredd ellenallasrol. Aki ugy érzi, hogy mindenre emlékszik, vagy még frissek
az ismeretei, az (els6 olvasaskor) nyugodtan ugorjon a kovetkezs szakaszra.

Ha egy U fesziiltségti aramforrasra az Rj, R, ..., R, ellenallasokat so-
rosan kapcsoljuk az [1] dbran lathaté modon, akkor mindegyik ellenéllason
ugyanakkora I dram folyik keresztiil, az aramforras fesziiltsége azonban meg-
oszlik az ellenallasokon, méghozzé Kirchhoff huroktorvénye alapjan

(1.1) U=U+Uz+- -+ Up,

ahol U; az i-edik ellenallasra esd fesziiltség. Mivel Ohm toérvénye szerint
Ui =R;- 1 é U= R I, ahol R, jeloli az eredd ellenéllast, amellyel az n
darab ellenéllas helyettesithetd, ezért az ([1.1]) Osszefiiggés alapjan

Rel = Rl + Rol + -+ + Ry 1.
Kovetkezésképpen
(12) Re:R1+R2+"'+Rn7

tehét soros kapcsolas esetén az ereds ellenallas az egyes ellenallasok Osszege.

Ezzel szemben, ha az Ry, Ry, ..., R, (nem nulla) ellenallasokat a 2] ab-
ranak megfelel6en parhuzamosan kapcsoljuk az dramforrasra, akkor az egyes
ellenallasokra ugyanakkora U fesziiltség esik, viszont kiilonb6z8 nagysagn
Iy, I, ..., I, aramok folynak rajtuk keresztiil, amelyek 6sszege Kirchhoff cso-
moponti torvénye szerint éppen az aramforrédson athaladd aram nagységa:

IZIl+IQ—|-+In

Ekkor ismét Ohm torvényét alkalmazva

v_v v, U
Re_Rl R2 Rn,
igy
NS U S
R. Ry Ry R,’

vagyis parhuzamos kapcsolés esetén az eredd ellenallas reciproka az egyes el-
lenallasok reciprokainak osszegével egyezik meg. Az ereds ellenéllas tehat az
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2. abra. Ellenéllasok parhuzamos kapcsolasa

egyes ellenallasok reciprokosszegének reciproka, vagyis az Ry, ..., R, pozitiv
szamok harmonikus kézepének n-edrésze:

1
1 1 1
mtTR T TR,

(1.3) Re =

(A késibbiekben — tobbek kozott tipografiai és esztétikai okokbol kifolydlag
— néhol reciprok helyett (—1)-edik hatvanyt fogunk irni.)

1.1. Torténeti megjegyzés. Erdekességképpen megemlitjiik, hogy Gustav Ro-
bert Kirchhoff (1824-1887) az egykori poroszorszagi Konigsberg (mai nevén
Kalinyingrad) varoséban sziiletett, majd tanult, és 1845-ben egyetemistaként
fogalmazta meg a hurok- és csomoéponti torvényt. A varos hidjait bejaro sé-
tarol szol a kozépiskolasok korében is bizonyara jol ismert konigsbergi hidak
probléméja, amelyet a svajci Leonhard Euler (1707-1783) oldott meg 1736-
ban —innen ered az Euler-séta elnevezés is —, és inditotta el ezzel a gréafelmélet
fejldését.

2. Rayleigh monotonitasi torvénye

Az el6z6 szakaszban atismételt Osszefiiggések mellett az eredd ellenal-
lassal kapcsolatban sziikségiink lesz még egy észrevételre, amelyet gyakran
Rayleigh monotonitési elveként vagy torvényeként emlegetnek — a valtoza-
tossag kedvéért mi is mindkét megnevezést hasznalni fogjuk.

2.1. Elv (Rayleigh monotonitési elve/torvénye). Ha ellenéllasok egy haloza-
taban valamelyik ellenallast noveljlik, akkor a halézat eredd ellenéllasa nem
csOkkenhet; valamely ellenallast csokkentve pedig az eredd ellenallds nem
novekedhet.

2.2. Térténeti megjegyzés. Az elvet a késébb Nobel-dijjal kitiintetett angol
fizikus, John William Strutt (1842-1919), ismertebb nevén Lord Rayleigh
1871-ben hangtani vizsgalodasai soran hasznélta. Ennek segitségével adott
alsd és felsG becslést kiillonbozE elektromos vezetSk ellenédllasédra. Rayleigh
modszerére a kivalo skot fizikus, James Clerk Maxwell (1831-1879) a Ta-
nulméany az elektromossagrol és magnességrél cimi 1873-ban megjelent — az
azota a nevét visel§ Maxwell-egyenletek elss alakjat tartalmazo — hires miivé-
ben is hivatkozik. Mindketten ugy fogalmaztak az elvet, hogy ha egy vezetd



valamely részének ellenallasat megvaltoztatjuk, és a tobbi részt valtozatlanul
hagyjuk, akkor az egész vezets ellenallasa né, ha a rész ellenallasat noveltiik,
és csokken, ha csokkentettiik (lasd Maxwell [9] miivének 353-354. oldalait).

Rayleigh torvénye valdszintleg sokak szaméra nem igényel magyaraza-
tot, szemléletesen teljesen vilagos, vagy legaldbbis hihets. Az mindenesetre
biztos, hogy az és [2| abrak halozatai esetében érvényes, hiszen kdnnyen
lathato, hogy az ered§ ellenéllast megadod és kifejezések barmely
R; ellenallas novelésével novekednek.

Valoészintileg sokkal latvanyosabb Rayleigh torvénye, ha aramkorok he-
lyett példaul vizvezeték-haldzatra gondolunk, amelyben egy szakasz leszii-
kitésével a rendszerben adott idGegység alatt atfolyé viz mennyisége nem
novekedhet. Ennél még meggysz6bb lehet, ha esziinkbe jutnak a kiilonbo6zd
athalézatokon kialakul6 torlodasok, amelyek egy-egy utszakasz lesziikitése
vagy lezarasa kovetkeztében alakulnak ki. Aki az el6bbi szemléltets példak
ellenére tovabbra is — és talan nem alaptalanul — kételkedik, annak Maxwell
véleményét ajanljuk a figyelmébe (lasd Maxwell miivének korabban idézett
oldalait), amely szerint ,,Ez az elv magatdl értetéddnek tekinthetd. . .”.

Természetesen matematikailag semmilyen szemlélet, intuicié vagy akér
egy zsenidlis tudés kijelentése nem bizonyitod ereji, de ez szdmunkra most
nem is lényeges, hiszen a késGbbiekben az elvet éppen az eredmények in-
tuitiv megsejtésére szeretnénk hasznélni, nem pedig bizonyitasra (és emi-
att remélhetSleg az is megbocsajthato, ha ebben a fizikarol szoloé részben
a szemléletesség érdekében néhol esetleg kevésbé egzaktul fogalmaztunk a
kelleténél). Annyit azért mindenképpen érdemes hozzaftizniink, hogy Rayle-
igh torvénye valdjaban levezethets egy mésik fizikai elvbél, amely szerint egy
adott hélozaton atfolyd egységnyi dram az Osszes lehetséges athalado egység-
nyi dramok koziil a miniméalis energiaveszteséggel jard. Ezt az elvet szokés
az ir fizikus, William Thomson (1824-1907), ismertebb nevén Lord Kelvin
nevéhez kotni. Mindezekrsl bévebben olvashatunk az [3], 8] konyveknek a
monotonitasi elvrél szolo fejezeteiben.

Végiil megemlitjiik, hogy a monotonitasi torvény kozlekedési halézatok-
kal valo illusztracioja egyaltalan nem légbdl kapott, ugyanis az elektromos
halézatok és az tgynevezett véletlen bolyongésok elmélete — amelyben egy
eldgazasban a véletlen hatarozza meg a tovibbhaladas iranyat — szoros kap-
csolatban 4ll egymassal (errdl bvebben olvashatunk a kivalo és nagyrészt
kozépiskolasok szamara is érthetd [5] konyvben).

3. A szamtani és harmonikus kozép egyenlGtlensége

Ennyi fizikai bevezet§ utan térjiink most ra a matematikara: milyen
eredményeket nyerhetiink az elektromos ellenéllasokra vonatkoz6 ismerete-
ink segitségével? Meglep§ modon a szdmtani és a harmonikus kézép kozotti
egyenlGtlenség egyszertien ,kipottyan” Rayleigh monotonitasi torvényébdl.
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3. dbra. Szamtani és harmonikus kozép elektromos halézatokban

Tekintsiik ugyanis a[3] abran lathato kapcsolasi rajzokat: kétféle sorrend-
ben sorosan kapcsolt R; és Ry ellenallasokat parhuzamosan kapcsoltunk, és
a két agat egy kapcsoloval kotottiik Ossze, amely elGszor nyitott, aztan zart
allapotban van. Szamitsuk ki mindkét esetben a halézat eredd ellenallasét a
kapcsol6 bels§ ellenéllasat elhanyagolhatonak feltételezve. Nyitott kapcsold
esetén az egyes agakban az ereds ellenallas Ry + Rs, igy a rendszer eredd
ellenallasa

1 _R1+R2

nyitott __
Ry = 5

S S W
Ri+Ry ' Rit+R2
Zart kapcsold esetén az ellenéllas-halozat egyenértéki a abran lathato
rendszerrel, amelyben sorba van kapcsolva két komponens, mindegyikben
parhuzamosan kapcsolt Ry és R2 ellenalldsokkal. Ekkor mindkét komponens
eredd ellenallasa (R1 + Ry 1)=1 ezért a rendszer ereds ellenallasa

Rzél‘t — 2
e

i 5

Es most jon a csavar. Rayleigh monotonitési torvénye alapjan a kapcsold
zérasaval a halozat ellenalldsa nem noévekedhet, hiszen nyitott allapotban a
kapcsold ,yvégtelen ellenallast”, mig zaras utdn az ellenéllasa nulla — a koz-
lekedési haldzatos példaval élve a varos egy eddig felajitas alatt allo utjan
megindulhat a forgalom. Ebbél kévetkezéen RV > R#Art azay

R1;R2> 2

(3.1) > =
RT®R

ami éppen az Ry, Ry pozitiv szamok szdmtani és harmonikus kozepei kozotti

egyenlGtlenség.

4. dbra. Zart kapcsold esete atrajzolva



Ahogy korabban, most is hangsulyozzuk, hogy az iménti érvelés nem bi-
zonyitas, hanem inkabb egy fizikai elv latvanyos megjelenési formaja (vagy
akinek jobban tetszik, tekinthet a matematikai eredményre gy, mint az elv
egy specialis esetének bizonyitasara). Természetesen a egyenlGtlenség
jOl ismert, és egy korrekt igazolasat nyerjiik az aldbbi egyszertien ellendriz-
hets azonossag segitségével, amelybdl az egyenlGség feltétele, nevezetesen
R; = Ry is azonnal kovetkezik:

Ri+R
(3.2) 1+ ey

2 (Ry — Ry)?
1 = :
2 R + Ry 2(R1 + R2)

Jegyezziik meg azt is, hogy a (3.1 egyenlStlenség pozitiv szamokra egyen-
értékd a szémtani és mértani kozepek egyenlStlenségével, hiszen mindkét
oldalnak az (R; + Ra2)/2 kifejezéssel valo szorzésa utan az

2
F+ )" pop

4
alakot olti, ahol az egyes oldalakon éppen a megfelel6 kdzepek négyzete all.

Dacara annak, hogy a szamtani és harmonikus koézepek kozotti egyen-
16tlenség el6bbi ,bizonyitasa” igen meglepd és szellemes, mégsem terjedt el
igazdn a matematikai koztudatban. Bar a gondolatmenet altalanositasa mar
1960-ban megjelent (a torténeti hatteret lasd részletesen a Megjegy-
zésben), mégis viszonylag kevés olyan helyen tesznek emlitést rola, amely
széles olvasokozonsegnek szol (angolul a [8] kényvben és a [17] cikkben, ma-
gyar nyelvii szakirodalomban szinte sehol), és csak sziikebb korben ismerik.
A szerzd kozvetlen munkatarsai korében végzett mini kézvéleménykutatés
szerint lényegében teljesen ismeretlen, pedig az Otlet figyelemre méltd és
messzemenden altalanosithatd. Folytassuk is ennek bemutatasat!

4. Egy altalanositas

Az el6z6 szakaszbeli gondolatmenet talan legkézenfekvébb altalanositasa,
ha Ry és Ry ellenallasok helyett (az egyszertiség kedvéért kis betiivel jelolt)
a,b, c,d ellenallasokat tekintiink az[5] abran lathato modon. Ekkor nyitott

a b

—\
1

5. dbra. A 1| egyenldtlenség halozata




kapcsol6 esetén az eredd ellenallas

Rnyitott — 1 — (a’ + b) (C + d)

N L4 L g+4btc+d’
a+b ct+d
mig zart kapcsol6 mellett
. 1 1 ac bd
t
Réar - l+l+ l+l :a—|—c+b—|—d
a c b d

A monotonitasi elv alapjan RuYitott RZA™ yagyis

(a+b)(c+d) S _ac bd
a+b+c+d " a+c b+d

Az imént megsejtett egyenltlenség egy matematikailag helyes bizonyitasa —
a (3.2)) azonossidg mintajara — az alabbi észrevételen mulik:
(a+b)(c+d) ac bd (ad — bc)?

4.1 — — = .
(41) a+b+c+d a+c b+d (a+b+c+d)(atc)(b+d)

4.1. Feladat. Ellendrizziik a (4.1)) azonossagot!

A (4.1]) osszefliggésbol az egyenldség kérdésére is azonnal valaszt kapunk,
és rogton meg is fogalmazhatjuk egy allitas formajaban az eredményt.

4.2. Allitas. Legyenek a, b, ¢, d nemnegativ valds szamok, amelyekre a+c > 0
ésb+d > 0. Ekkor

(a+b)(c+d) S _ac bd

4.2
(4.2) a+b+c+d " a+c b+d

és eqyenldség csakis ad = be esetén all fenn.

4.3. Megjegyzés. Az egyenléség ad = be feltételét — itt most lényeges, hogy
a, b, c,d nem lehetnek kiilonbozé elGjeltiek — atfogalmazhatjuk gy is, hogy
az (a,b) és (c,d) sikbeli vektorok azonos iranyuak (beleértve azt az esetet
is, amikor valamelyik esetleg nullvektor). Valoban, ez utobbi 6sszefiiggés azt
jelenti, hogy van olyan A > 0 szam, amelyre a = Ac és b = Ad. Ha A = 0,
akkor (a,b) = (0,0), igy a két vektor azonos iranyu; ha pedig A > 0, akkor
d=0b/\, ésigy ad = (Ac) - (b/\) = be. Forditva, amennyiben ad = bc # 0,
akkor a/c = b/d = X > 0, hiszen ebben az esetben a, b, ¢, d pozitiv szamok.
Ha pedig ad = bc = 0, akkor a szimmetria miatt feltehets, hogy a = 0, ekkor
b =0 vagy ¢ = 0; az els6 esetben (a,b) = (0,0), mig a méasodikban (a,b) =
(0,b), (¢,d) = (0,d), mindkétszer a kérdéses vektorok azonos irdnyuak.

4.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy nemnegativ a, b, c,d szamok esetén az
(a,b) és (c,d) vektorok pontosan akkor azonos irdnyiak, amikor az (a,c) és
(b, d) vektorok azonos iranyuak.



Bevezetve a

2xy

(1.3 H.y) =

jelolést az x,y nemnegativ és egyszerre nem nulla szadmok harmonikus ko-
zepére (a harmonikus kozép eredeti formajaban az x,y > 0 feltételezés len-
ne szikséges), a egyenlGtlenség 2-vel valoé szorzas utéan a kovetkezd,
konnyen megjegyezhets alakot 6lti:

(4.4) H(a+b,c+d) > H(a,c) + H(b,d).

4.5. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a (4.4) egyenlStlenség (vagy esetleg a
forditott iranya) igaz marad-e, ha a harmonikus kozepet a szamtani (A(x,y)),
meértani (G(z,y)) és négyzetes (Q(x,y)) kozepek valamelyikére cseréljiik,
ahol

2 2
Awy) =2 Gy =vam Qg =

2

A egyenldtlenség akarmelyik alakjat is nézziik, azt gondolhatnank,
hogy valo6szintileg nem tartozik a versenyfeladatokban leggyakrabban alkal-
mazott egyenlGtlenségek kozé. Ez azonban nem feltétleniil igaz, hiszen a
egyenlGtlenség nemrég példaul a KéMalban is felbukkant, méghozzé a 2012.
majusi szamban kittizott B. 4461. és A. 563. jeld feladatok egyik megol-
dasaban kapott szerepet (lasd a nyomtatasban és az interneten kozolt [6)]
megoldasokat). Az emlitett feladatok cikkiink témakorén kiviil esnek, ezért
most ezekre nem tériink ki. Annyit viszont még mindenképpen megemlitiink,
hogy a két feladat megoldasdban val6jaban a egyenlGtlenség alabbi al-
taldnositasara volt sziikség.

4.6. Allitas. Legyenek a,b, ¢, d nemnegativ valds szamok, amelyekre a+c > 0
és b+d >0, tovibbd legyen p > 1 valds szam. Ekkor

(a+b+c+d)P 2(a+b)(c+d) > (a+c)P %ac+ (b+ d)P ?bd,
és eqyenldség csak abban az esetben dll fenn, ha p =1 és ad = bc.

4.7. Feladat. Igazoljuk a Allitast (a p = 1 eset ismeretében)! (Segitség:
(a+c)P2=(a+c)P(a+c))

Térjiink vissza ezek utan az ellenallasokra és folytassuk a Rayleigh-féle
monotonitasi torvény alkalmazasainak sorat!

5. A Milne-egyenl6tlenség

Egy tovabbi altalanositasi lehet&sége az bl abran szerepld halozatnak, ha
két ellenéllas helyett n darabot kapcsolunk sorosan, majd két ilyen rendszert



6. abra. Az 1' egyenlGtlenség halozata

parhuzamosan kapcsolunk ossze a [0l abran lathaté modon. Ekkor az sszes
kapcsoldt nyitva hagyva, az egyes dgakban az eredd ellenéllas a1 + -+ - + ay,
és by + -+ - + by, igy az eredd ellenallas

(a1 4+ an) (b +--- +bn)
ar+ - ap+br4--+by

nyitott __
Ry =

Zart kapcsolok mellett a halézat a [7] abran lathatéval egyenértéki, ahol
parhuzamosan kapcsolt a;, b; ellenéllasokbdl all6 komponensek vannak soro-
san kapcsolva. Az egyes komponensek eredd ellenéllasa a;b;/(a; + b;), ebbdl
kovetkezGen az Gsszes kapcsolo zarasa utan a [6l abra halézatanak eredd el-
lenallasa

are _ b anbn
¢ ay + by an + by .
Mivel a Rayleigh-féle monotonitési torvény szerint Ritott > RZT . ezért
a; +b; >0 (i=1,...,n) esetén varhatoan igaz a kovetkezs egyenlétlenség:
(a1 + - Fan)bi+-+ba) _ arh anbn
(5.1) > . 7
a1+---+an+b1—|—~--+bn a1+b1 an+bn

amit masképpen (2-vel valod szorzéas utan) ugy is irhatunk, hogy
(5.2) H(ay + -+ ap,bi +---+0by) > H(ar,b1) + -+ H(ap, by).

Ez n = 2 esetén éppen a (4.2) egyenlGtlenség, ebbdl pedig teljes indukcidval
nem nehéz belatni az altalanos esetet. Val6ban, ha n-re igaz az egyen-
16tlenség, akkor az a = a1+ -+ an, b=apny1, c=b1+ -+ by, d = by
szereposztéssal a egyenlGtlenségbdl azt kapjuk, hogy

H(ai+ -4+ an+apnt1,b1+ -+ by +bpg1) >
ZH(al+"'+anab1+"'+bn)+H(an+labn+1)a

an

7. abra. A @ abra halozata atrajzolva zart kapcsolok esetén




ahol a jobb oldalon az indukcids feltevés alkalmazéasaval éppen (n + 1)-re
adodik az egyenlGtlenség.

Az iménti indukcios gondolatmenet segitségével azt sem nehéz igazolni,
hogy egyenl8ség csakis akkor all fenn, ha az (a1,...,ay) és (b1,...,by,) vek-
torok azonos irdnyiak, amin azt értjiik, hogy létezik A > 0 szam, amellyel
a; = Ab; minden ¢ = 1,...,n esetén. Valdban, az egyenlGség feltétele n = 2
esetén a[4.3] Megjegyzésbdl kovetkezik. Ha pedig n-re mar tudjuk a feltételt,
akkor az indukcios 1épésbél kiolvashato, hogy csak ugy lesz egyenléség (n+1)-

re, ha az indukcios feltevésben is egyenldség &ll fenn, tehét az (ay, ..., ay) és
(b1,...,by) vektorok azonos iranyuak, valamint az is sziikséges, hogy az

(a, b) = (al 4+ aman—&-l)

és
(Cu d) = (bl + -+ by, bn—i—l) - ()\(al + -+ an)v bn+1)
vektorok azonos iradnydak legyenek. Ebbél sziikségképpen apy1 = Abpia
adodik, tehat az (a1, ...,ant1) és (b1, ..., bpt1) vektorok azonos iranyuak.
Ervényes tehat a kovetkezs allitas.

5.1. Allitas. Legyenck a;,b; (i = 1,...,n) nemnegativ szimok, amelyekre

a; +b; >0 minden i =1,...,n esetén. Ekkor
(a1+'--—|—an)(b1+---+bn)> ai1bi anbn
ar+-tan+bi+--+by T art+b an + by’

és egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha az (ay,...,an) és (b1,...,by) vek-

torok azonos irdnyiak.

Erdemes megjegyezniink, hogy az Allitas elébbiekben bemutatott
teljes indukcids bizonyitédsa mellett az altaldnos esetben is miikodik az n = 2
esetén alkalmazott azonossagnak megfelel négyzetosszeggé valo alaki-
tas Otlete. Ennek tomor és atlathaté megfogalmazasahoz azonban célszert
bevezetniink egy — sokak szaméara bizonyara mar ismerds — jelolést.

5.2. Jelolés. Ha aq,...,a, tetsz6leges valos szamok, akkor
n
Zai =ay+az+ -+ ap,
i=1
amit ugy olvasunk, hogy ,szumma ¢ = 1-t8l n-ig a;”. Hasznalni fogjuk még

a
E aij

1<i<j<n

tipusu jelolést is, amelyben — magatol értetédéen —az 1 < i < j < n feltételt
kielégits Osszes i, j indexpérra kell 6sszegezni.
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A szummas jelolés segitségével az . Allitas valojaban egy — kis odafi-
gyeléssel és tiirelemmel — konnyen ellenérizhet azonosségra vezethets vissza,
amelyet az alabbi feladatban fogalmazunk meg (a feladat megoldasa jo gya-
korlasi lehetSség a szummas jelolésmod elsajatitasahoz).

5.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy

(e (30) - (o) (6) -

S (aibj — a;bi)?

" (a; + bi)(aj + bj).

1<i<j<
5.4. Torténeti megjeqyzés. Az Allitasban szerepls egyenlétlenséget az
irodalomban szokas Milne-egyenl6tlenségnek is hivni. Edward Arthur Milne
(1896-1950) angol asztrofizikus és matematikus 1925-ben csillagaszati vizs-
galodasai kapcsén irta fel az egyenlGtlenség folytonos valtozatat integralok
segitségével (lasd a [10] cikket), és a bizonyitas kozben lényegében megfogal-
mazta az altalunk kimondott diszkrét valtozatot is. A Milne-egyenléStlenség
igazolasat feladatként a neves kanadai, tobbnyire nehezebb versenyfeladatok
kitiizésére specializalodott Crux Mathematicorum folyoirat is kittizte 1996-
ban. Egy évvel kés6bb harom kiilonb6z8 megoldast jelentettek meg, amelyek
egyike éppen az Feladatban szerepls azonossag (lasd [1]).

6. A Minkowski-egyenlStlenség egy specialis esete

Térjiink ismét vissza az o} abra halézatahoz, és most az el6z6 szakasszal
ellentétben ne a sorosan kotott ellenallasok szadméat noveljiikk, hanem a par-
huzamosan kapcsoltakét. Mas szoval tekintsiik a [8al abran 1évé ellenallas-
halozatot! Ha az Gsszes kapcsold nyitott, akkor az eredd ellenéllés

; 1
tott _

REYI © - 1 + . + 1 )

a1+b1 am+bm
zart kapcsolok esetén pedig
. 1 1
t_
LS ST T ENTINS S

al am, b1 bm

hiszen a halézat a abran 1év6 rendszerrel egyenértéki. A Rayleigh-féle
monotonitési torvénybsl kévetkezsen ReY™™ > R ezért a;,b; > 0 (i =
1,...,m) esetén egy ujabb egyenl6tlenséghez jutunk:

1 1 1
1 1 2 1 :
o to o at ot et




m—1 bm—l Am—1 bm—l

— - i o B o B

[02%%9) bm Am bm
S N S R
(a) Nyitott kapecsolok (b) Zart kapcsolok esete atrajzolva

8. abra. A egyenlGtlenség halozatai

Ha bevezetjiik a

m
(6.1) Hy(21,. . Tm) = 4+

a vt
jelolést az x1, z2, . . ., Ty, pozitiv szdmok harmonikus kozepére (Hs megegye-

zik a (4.3]) képletben H-val jelolt kétvaltozos harmonikus kozéppel), akkor a
monotonitasi elvbdl adédott egyenlGtlenség a

(6.2) Hpy(ay 4+ b1, am +bp) > Hp(ar, ... am) + Hp (b1, ..., bn)

alakkal ekvivalens. Az m = 2 specialis esetben ez éppen a egyenlGt-
lenség, és az altalanos eset bizonyitasara ismét a teljes indukcié modszere
kinalkozik. Most azonban az indukciés 1épés nem teljesen magatol értetddd,
az indukcios feltevést cselesebben kell alkalmaznunk.

Tegylik fel tehat, hogy a egyenl6tlenség fennall valamilyen m esetén
tetsz6leges pozitiv szam m-esekre. Alkalmazva ekkor az indukcios feltevést
az

A1 = a1y ...y 1 = Q1, @m = (a,,} + a;n{H)*l
és B ~ )
br=b1,. .. b1 = bm—1,bm = (b, + b} )7

szam m-esekre

(6.3 Hp(ay 4 b1,...,am~+by) > Hyldy, ..., dm) + Hp (b1, ..., by).

Vegyiik észre, hogy

~ ~ m
Hm(al"..’am)zi_'_'.__i_ 1 + 1 e
(6.4) “ am=t (a4 )
m
= mHm+1(a1, cevy Qyp, am+1),
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és hasonloan
~ m

(6.5) Hy(by, ... by) = ;;;jifﬂn+1aq,“.,bm,bm+1)

Ezek utan vegyiik egy kicsit szemiigyre a (6.3)) egyenl6tlenség jobb oldalat.
A (4.2) egyenl6tlenség alapjan
G + b = (a7 + a5, 1) ™+ (b +0040) 7 <
_ 1y -1
S ((am + bm) ! + (am+1 + bm+1) 1)
Mivel a H,, fliggvény mindegyik valtozoban monoton noévé — szamunkra

ebben a pillanatban csupén az utols6 valtozo a lényeges —, ezért az el6bbi
egyenlGtlenségbdl kovetkezben

Hm(d1+l~)la-'-7dm+gm) <

(6.:6) = Hm (al + 01, ((@m + )™+ (amgr + bm+1)_1)_1> —
__m
S om+1

Most mar nincs mas hatra, mint a (6.4)), (6.5)) és osszefiiggéseket a ((6.3)

egyenldtlenség megfelels oldalaiba helyettesiteni, és ekkor m/(m + 1)-gyel
valo egyszertisités utan éppen azt kapjuk, hogy

Hpyp1(ar + b1, gt + bing1)-

Hypi(ar + b1, amyt + bgr) >
> Hpq1(ag, -y amyr) + Hpgp1 (b1, -2 bigr),

amivel az indukcids 1épés készen van. Az alabbi allitast nyertiik tehét.
6.1. Allitas. Legyenck a;,b; (i =1,...,m) pozitiv szdimok. Ekkor
1 1 1

2 +
1 1 — 1 1 1 1
PrEs TR s TR T A

am

(6.7)

avagy mdsképpen
(6.8)  Hp(ar+0b1,...,am +bp) > Hyplar, ... am) + Hp(b1, ..., b;m).

6.2. Feladat. Mutassuk meg (a bizonyitas végigkovetésével), hogy a (6.7))
egyenl6tlenségben pontosan akkor teljesiil egyenldség, ha az (ai,...,an),
(b1,...,by) vektorok azonos irdnyuak.

A Allitas alkalmazésaként a nevezetes egyenlStlenségekkel foglalkozo
[4] konyvecske egy nehezebb feladatéat idézziik, amely az eredmény fényében
szinte nyilvanvalova egyszeriisodik (ezért probéaljuk tobbféleképpen is meg-
oldani, és a konyv megoldasat is olvassuk el).
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6.3. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha ay, ..., a, pozitiv valds szamok, ak-

kor
1 1

1 1 1 1 1 1
Trar T Tha 7 T e w Ta T T,

>

S

A korabban méar bevezetett szummés jelolésmoddal a (6.7)) egyenlStlenség
a kovetkezSképpen irhato:

(i(ai + bi)1> B > (i a;1> h + (i b;1> h .

i=1 =1

Ez az alak val6jaban speciélis esete egy sokkal altaldnosabb egyenlGtlenség-
csaladnak, amelyben a (—1) kitevd helyett tetszSleges valos p # 0 kitevs
szerepel: ha p > 1 és x;,y; (i =1,...,m) tetsz6leges valos szamok, akkor

m 1/p m 1/p m 1/p
69 (zmyiw) s(Zmrp) +(z|yz-|p) |
=1 =1 =1

ha pedig p < 1,p # 0 és az x;,y; szdmok mind pozitivak, akkor forditott
egyenlGtlenség teljesiil. Ezt az egyenlStlenségesaladot, legalabbis a p > 1
esetét az irodalomban Minkowski-egyenltlenség néven szokas hivni (a p < 1
esetet inkabb forditott Minkowski-egyenlStlenségnek). Hermann Minkowski
(1864-1909) német matematikus — aki ugyancsak a Konigsbergi Egyetemen
tanult — 1896-ban igazolta az egyenl&tlenséget geometriai vizsgalodasai soran
(lasd a [II] konyv 115-117. oldalait). A p = 2 specialis esetben

m 1/p
(Z\%I”) =\ttt
=1

éppen az x = (x1,...,Ty) m-dimenzios vektor euklidészi hossza (gondol-
junk az m = 2,3 specialis esetekre), amelyre bevezetve az |x| jeldlést, a
Minkowski-egyenlGtlenség az

x+y| < x|+ y]

tomor alakba irhatd at. Ez az tgynevezett m-dimenziés haromszog-egyen-
16tlenség, amelyet kétdimenzioban bizonyara mindenki jol ismer és af9} abra
szemléltet: tetszGleges — akar elfajuld — haromszogben barmely két oldal
hosszénak Osszege legalabb akkora, mint a harmadik oldal hossza (mi koze
ennek a Feladathoz?). A |§| abrarol az is vilagos, hogy egyenlGség csak
akkor van, ha az x és y vektorok azonos irdnytak.

A p > 1 esetben az
m 1/p
[X[p = (Z!ffh‘!”)
i=1
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X+y
9. 4bra. Haromszog-egyenlStlenség
képlettel az euklidészi hosszusag fogalmanak egy altalanositasa, igynevezett

norma értelmezhetd — vajon mit ad |x[,, ha p — 00?7 —, amelyre nézve a
Minkowski-egyenlGtlenség éppen a haromszog-egyenlGtlenség:

|X+Y|p < |X|p + |Y|p-

A Minkowski-egyenl6tlenségnek egy mésik interpretaciojat adjak a hat-
vanykozepek. Az ai,as,...,a, pozitiv valos szamok p-edik hatvanykdzepe
(ahol p tetszoleges nem nulla valos szam)

a€+a§+-~-+a%>1/p

(6.10) My(ai,az,...,ap) = < -

Specialisan p = 1 esetén

ap+ag+---+am
Ml(al,ag,...,am) = m y

a szamtani, p = 2 esetén

2 2 2
aftaz+---+a
MQ(al,aQ,...,am):\/ 1 2 m

m
a négyzetes kozép, tovabba p = —1 esetén
m
M_l(al,aQ,...,am): 1 1 1
o Ta T T,

a mar korabban (lasd a (6.1)) formulat) H,,-mel jelolt harmonikus kozép. S6t
némi analizis segitségével (lasd a [13] konyv 248-250. oldalait) belathato az
is, hogy M), formulaja folytonosan kiterjeszthets a p = 0 értékre is, mégpedig

Moy(ai,az...,am) = Vajag - ...  ap

a geometriai kozép. Ekkor a Minkowski-egyenlStlenséget és a forditott-
jat m'/P-nel osztva, pozitiv z; = a;,y; = b; (i = 1,...,m) szamok valasztéa-
saval éppen azt kapjuk, hogy p > 1 esetén

Mp(ar +b1,...,am +bm) < Mp(ai,...,am) + Mp(bi,...,bpn);
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ha pedig p < 1 (a p = 0 esetet is beleértve), akkor forditott egyenl6tlenség
érvényes. Mindez a egyenlGtlenség altalanositasa a hatvanykozepekre
(amely a[4.5] Feladat kérdéseire is valaszt ad).

A Minkowski-egyenl6tlenség altalanos esetével kapcsolatban tovabbi ol-
vasmanyként a [I8] cikket ajanljuk, amely a konvexitas fogalmanak segitsé-
gével kozos kiindulépontra vezeti vissza a Minkowski-, a Milne- és még méas
nevezetes egyenlGtlenségeket, valamint a Milne-egyenlStlenség egy altaldno-
sitasat is megfogalmazza.

6.4. Megjegyzés. Megmutathatd, hogy ha Ohm térvénye helyett a nemlinearis
U=R-I7P

osszefiiggés lenne érvényes az ellenéllasokra (ahol p = —1 felel meg Ohm tor-
vényének), akkor az eddigiekben téargyalt megfontolasok &altalanositasaként
éppen a Minkowski-egyenlStlenséget nyerjiik. Errél kicsit bévebben olvasha-
tunk a [I5] cikkben.

7. Szamtani és harmonikus kozép ajra

Elérkeztiink cikkiink legaltalanosabb ellenallas-halézatahoz, ezt mutatja
a[I0] abra. Az 6sszes kapcsold nyitott, majd zart allapotaban felirva az ereds
ellenallast, és ezutan kihasznélva Rayleigh monotonitési torvényét, az el6z6
szakaszok halézatainak mintajara konnyen lathato, hogy az aldbbi egyenl&t-
lenséghez jutunk.

7.1. Allitas. Ha aij,bij (i=1,...,m;j=1,...,n) pozitiv szimok, akkor
-1

(7.1) Z Zaij > Z (Z ai_j1> )

i=1 \ j=1 j=1 \i=1

3

vagy ekvivalensen

Hm(a11+"’+a1n7a21+"‘+a2n7'~7am1+"'+amn) >
> Hm(a117 v 7am1) + Hm(CLlZ; o 7am2) +---+ Hm(alnv cee 7amn)~
Speciélisan n = 2 esetén éppen a mar igazolt (6.7)) egyenlStlenséget kap-

juk, és ebbdl kiindulva az Allitas bizonyitasanak mintajara n-re vonat-
kozo teljes indukcioval rogton adédik az altaldnos eset.

7.2. Feladat. Gondoljuk végig a . Allitas bizonyitasat n-re vonatkozo
teljes indukciéval, és mutassuk meg, hogy egyenlGség csakis akkor teljesiil,
ha az (aij,...,am;) (j =1,...,n) vektorok paronként azonos irdnyutak.

Természetesen az n-re vonatkozé teljes indukcié helyett m-re vonatko-
z6 indukciot is hasznalhatunk az m = 2 esetbdl (vagyis az Allitasbol)
kiindulva ugy, ahogyan a (6.7]) egyenlGtlenséget is igazoltuk.
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ail a2 a13

bao 7 bo3

1

A
A
[ /:
i

a21 T

Am—1,1 m—1,2 am—1,3 am—1,n

S S s B ey B S O ey B

10. abra. A l) egyenlGtlenség halozata

7.3. Feladat. Gondoljuk végig a Allitas bizonyitasat m-re vonatkozo
teljes indukciéval, és mutassuk meg, hogy egyenléség pontosan akkor teljesiil,

ha az (a;1,...,ain) (i =1,...,m) vektorok paronként azonos irdnyuak.
A jobb atlathatosag érdekében gyakran célszert az a;; (i =1,...,m;j =
1,...,n) szamokat egy m X n-es tablazatba, matematikai nyelven m x n-es

maéatrixba rendezni:

ail a12 e aln

a1 a22 e a2n
A=

Gm1 Am2 - Omp

Az egyenl6ség [7.2] és[7.3] Feladatokban megfogalmazott feltételeibél kvet-
kezGen a matrixra az alabbi kis allitast nyertiik.

7.4. Allitas. Az A mdtriz oszlopaibdl képzett m-dimenzids vektorok ponto-
san akkor azonos irdnyuak, amikor a sorokbol képzett n-dimenzids vektorok
azonos iranyuiak.

7.5. Feladat. Igazoljuk kozvetleniil (a[7.2] és Feladatok felhasznélasa
nélkiil) a[7.4] Allitast!

Térjiink még vissza a ([7.1]) egyenl6tlenségre néhany gondolat erejéig. Els-
szor is érdemes végiggondolni, hogy milyen egyenl6tlenségeket kapunk, ha
a[l0] abra halozatdban nem az Gsszes kapcsolot zarjuk.

7.6. Feladat. Irjuk fel, hogy milyen egyenlétlenségek adodnak a Rayleigh-
féle monotonitasi elvbdl, ha a[I0] abra halozataban csak bizonyos sorok vagy
oszlopok kapcsoloit zarjuk.
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A ([7.1) egyenl6tlenségnek egy specilis esete is figyelemre mélto. Tekint-
siik ugyanis az

ailp a2 - Q1n a;y a2 --- an,
a1 a2 - a2n az as --- ai
anl Aap2 -  Qpp Gpn a1 -+ Gp-—1

szereposztéast, ahol a jobb oldali métrix ,egy sorat eggyel balra tolva és a
legutolso6 elemet elére helyezve” kaptuk a rdkovetkezd sort. Konnyen lathato,
hogy ekkor a ([7.1]) egyenlStlenség az alabbi alakra egyszertisodik:

ap+---+a n
(7.2) - 2> T
ami éppen az ai,...,a, szimok szidmtani és harmonikus kozepei kozotti

egyenlGtlenség.

7.7. Feladat. Bizonyitsuk be (a (7.1)) egyenl6tlenségbeli egyenldség feltéte-
lének ismeretében), hogy a ([7.2)) egyenl6tlenségben pontosan akkor all fenn
egyenléség, ha a1 =ag = -+ = ay.

A két pozitiv szam szamtani és harmonikus kozepei kozott érvényes ((3.2))
azonossag valdéjdban n pozitiv szam esetére is altalanosithato, és ezzel egy
jabb bizonyitast nyeriink a (7.2)) egyenl6tlenségre.

7.8. Feladat. Alakitsuk négyzetisszeggé a

ay+---+ap n
n ST &

kifejezést! Segitség: n = 3 esetén

ait+az+as 3 (a1 — a2)?az + (a2 — ag)?ar + (a1 — az)?as

3 T+ +s 3(a1az + azaz + aras3)

7.9. Megjegyzés. A (6.7 egyenl6tlenséghez hasonloan a ((7.1)) egyenlStlenség

is valojaban egy altalanosabb csalad tagja: hap > 1ésa; (i =1,...,m;j =
1,...,n) tetsz6leges valos szamok, akkor

1/p

(7.3) S

i=1|j=1

n m 1/p
< Z (Z |$ij|p> ;
j=1 \i=1

ha pedig p < 1,p # 0 és az x;; szdmok mind pozitivak, akkor forditott
az egyenlGtlenség irdnya. A p = 2 eset nem mas, mint az m-dimenzios
haromszog-egyenlGtlenségnek a ,tordttvonal-egyenlGtlenség” valtozata, mely
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X3
v . \(n—l

11. 4bra. Haromszog-egyenlGtlenség altalanositasa

szerint egy zart torottvonal barmely oldalanak hossza legfeljebb akkora, mint
a tobbi oldal hosszénak Osszege. Valoban, az x; = (z15,...,Tmj) (J =
1,...,n) vektorok bevezetésével arrol van szo, hogy

X1+ -+ Xp| < x| 4 A [xal,

amit a [II] abra szemléltet. Errdl az egyenlSség feltétele is szemléletes, az
X1, ...,Xy, vektoroknak paronként azonos iranyiaknak kell lennitik.

7.10. Feladat. Fogalmazzuk meg a (7.3) egyenlStenséget (a (6.10]) képlettel
értelmezett) hatvanykozepek segitségével!

7.11. Torténeti megjeqyzés. A egyenlGtlenségnek a abra ellenallas-
halozatahoz valo szoros kapcsolatat elgszor Alfred Lehman (1931-2006) vette
észre, aki 1960-ban a SIAM Review folydirat feladatrovataban — amelynek
egyébként Murray S. Klamkin (1921-2004), amerikai matematikus és rendki-
viil termékeny feladatkit(izd volt a szerkesztGje — irta le az Otletet, és tiizte ki
feladatként a preciz bizonyitéast (lasd [7]). Lehman kapcsolok nyitasa és zara-
sa helyett egyszertien rovidre zarta az ellenalldsokat, de talan a kapcsolok be-
iktatasa természetesebb gondolat, ezért érveltiink mi igy. A kitiizott feladat-
ra beérkezett megoldasok koziil a rovatban két évvel késébb Fazlollah Reza
(1915-) — idén 100 éves! — perzsa matematikus megoldasat jelentették meg,
amely éppen az altalunk is targyalt teljes indukcids bizonyitas. Emellett Leh-
man megjegyzéseit is kozolték, amelyben felhivja a figyelmet a Minkowski-
egyenl6tlenséggel valo rokonségra, valamint a[6.4] Megjegyzés végén emlitett
nemlinearis Ohm-térvénnyel kapcsolatos altalanositasi lehet&ségekre. Mind-
ezek miatt gyakran a kiilonb6z6 cikkekben Lehman-egyenlStlenségként em-
legetik a egyenl6tlenséget, mikézben azt Milne méar joval kordbban és
altalanosabb forméban hasznélta.

Bar cikkiink lassan a végéhez kozeledik, de az altalanositasok sora korant-
sem ér véget. A targyalt ellenallasok helyett ugyanis tobb be- és kimenettel
rendelkezd (t6bbpolust) ellenallasokat is egyméshoz kapcsolhatunk. Ekkor
az ellenallasokat egyetlen szam helyett egy matrixszal irhatjuk le. Soros kap-
csolas esetén az eredd ellenéllast a matrixok (elemenként vett) osszege adja
meg, parhuzamos kapcsoléds esetén az Osszefliiggés megfelels altalanosi-
tasa lesz érvényben és matrixok igynevezett parallel 6sszegét kapjuk. Ennek
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segitségével lehet példaul értelmezni két matrix harmonikus kézepét. Eppen
ez motivalta és inditotta el a matrixok, majd még altalanosabb objektumok
— Ggynevezett operatorok — kozepei elméletének fejlédését az 1960-as évek
végétol kezd6dben, amely azéta is igen aktiv és népszertd kutatési teriilet
(matrixok kozepeirdl magyarul a [12] cikkben olvashatunk).

8. ZAaras: tovabbi fizika a matematikaban

Cikkiinkben egy remélhetSleg sokak szamara meglepd és érdekes példajat
mutattuk annak, hogy tisztdn matematikai jellegd allitasok — agymint algeb-
rai egyenlGtlenségek — mogott is rejtézhetnek fizikai elvek és torvények, ame-
lyek egy csapasra szemléletessé és vilagossé tehetik az addig kissé szaraznak
tling Osszefiiggéseket. Ahogy a bevezetSben is utaltunk ra, szdmtalan helyen
talalkozhatunk hasonlo gyongyszemekkel a matematikidban, a mar idézett [§]
konyv rengeteg ilyen témakort targyal — tobbek kozott a Pitagorasz-tételnek
legalabb fél tucat ,fizikai bizonyitasat” mutatja be. Ezenkiviil Polya Gyorgy
kivalo [14] konyvében egy egész fejezetet szan a témakorre, valamint a [16]
szakdolgozatban is béven talél az Olvaso fizikai érveléseket matematikai ered-
ményekre. Tovabbi érdekes olvasnivalokat sorolunk fel az irodalomjegyzék-
ben, ahol a legtébb mi elektronikus valtozatanak elérhet&ségét is megadjuk
(a linkek 2015. augusztusi allapotot tiikroznek). Bizunk benne, hogy mi-
nél tébben, didkok és tanarok egyarédnt hasznét veszik majd a kozépiskolai
matematikaval és fizikaval valo foglalkozas sorén.
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