A szamtani-mértani kozép és egyéb érdekességek

Besenyei Adam

Matematikai tanulméanyai soran mindenki talalkozik a szdmtani és a mérta-
ni kozép fogalmaval. A két kozép kozott fennalld egyenlStlenség hasznos eszkoz
példaul egyszeri szélsGérték-feladatok megoldasaban. Bizonyara kevesen gondol-
nak, hogy a szamtani és a mértani kézép mellett 1étezik az igynevezett szdmtani-
mértani kézép is. E dolgozat célja ennek, a magyar nyelvii matematikai szakiro-
dalomban talan kevésbé ismert fogalomnak a révid bemutatésa. Amellett, hogy a
szamtani-mértani kozép egy onmagaban is érdekes és egyszeri ,,matematikai ob-
jektum”; latni fogjuk, hogy valojaban mély matematikai Osszefliggések rejlenek
mogotte. Ezen Osszefliggések ,felfedezje” Gauss volt, eredményei fontos szere-
pet toltottek be a matematika egy dganak, az elliptikus fiiggvények elméletének
kialakulasdban. Természetesen az elliptikus fliggvények témakorének ismerte-
tése meghaladna e dolgozat kereteit, de a hozza kapcsolodd torténeti hattérre
(annak fordulatossaga indokan) mindenképpen érdemes kitérniink. A révid ma-
tematikatorténeti attekintés mellett dolgozatunkban szot ejtiink az altaldnosités
és alkalmazés kérdéseirdl is, amelyek ugyancsak sok matematikai érdekességet
rejtenek. Igyeksziink minden el6keriils fogalmat és allitast tobb oldalrdl is meg-
vilagitani, elGsegitve ezzel a téma konnyebb megértését. Cikkiink elméleti részé-
ben a hatarérték-szamitas elemeire fogunk tamaszkodni. Ezzel kapcsolatban a
[10] tankonyvre és a [11] példatarra hivjuk fel a figyelmet, amelyekben megta-
lalhatok a felhasznalasra keriils fogalmak és Gsszefliggések. A torténeti hattérrsl
az érdeklsdsk bévebben olvashatnak az [5] cikkben, a szamtani-mértani kozép
részletes targyalasat illetGen pedig a [3] konyv néhéany fejezetét ajanljuk.

1. Szamtani, mértani, szamtani-mértani kozép

El6szor roviden elevenitsiik fel a szamtani és a mértani kézéppel kapcsolatos
ismereteinket!

1. Definicio. Adott a,b pozitiv valés szamok szdmtani (vagy aritmetikai) ko-
zepe A(a,b) = %rb, mértani (vagy geometriai) kozepe G(a,b) = Vab.

Jol ismert, hogy barmely a, b pozitiv valos szamok esetén
(1) G(a,b) < Aa,b),

és egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha a = b. Ennek bizonyitasa kiolvashaté
az aldbbi azonos atalakitasbol:

b 1 1 2
(2) A(a,b)—Gla,b) = “; —Vab =3 (a=2Vab+b) = 5 (Va-h) 0.
Erdemes megfogalmaznunk a kozepek néhany nagyon egyszert tulajdonsagat.
Ehhez vezessiik be a kivetkezs jelolést: a, b valos szamok esetén jelolje min(a, b)
és max(a, b) rendre a két szam koziil a kisebbet, illetve a nagyobbat.




2. Allitas. Legyenek a,b pozitiv valds szamok. Ha M(a,b) az a,b szdmok szdm-
tani kézepe vagy mértani kézepe, akkor a kévetkezdk teljestilnek:

(i) min(a,b) < M(a,b) < max(a,b) (kézépérték-tulajdonsdg),
(ii) M(a,b) = M(b,a) (szimmetria),
(i) M(Aa, \b) = AM (a,b), ahol X > 0 tetszdleges (pozitiv homogenitds).

Bizonyitas. A kozepek definicioja alapjan a szimmetria és a pozitiv homoge-
nitas nyilvanvalo. A szimmetria miatt feltehets, hogy a > b, ekkor

b+ b
b= ; Sa;— <a;a:a, b=vVbb < Vab< Vaa=a
vagyis teljesiil a kozépérték-tulajdonség. O

3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ha (i)-ben valamelyik egyenlStlenség egyen-
16séggel teljesiil, akkor sziikségképpen a = b (és igy mindkét egyenlStlenségben
egyenldség all fenn), és megforditva, ha a = b, akkor mindkét helyen egyenlGség
teljesiil. Erre a tulajdonsagra szokas ugy hivatkozni, hogy M (a,b) diagondlis.

A fenti tulajdonsagok szinte nyilvanvaloak, mégis érdemes volt Gket kiilon
kiemelni, mert mindegyiket lépten-nyomon (sokszor kimondatlanul) hasznaljuk.
Réadasul az (i) tulajdonsadg megindokolja a kdzép elnevezést. Masrészt az al-
talanos esetben, kettd helyett n szdm szamtani és mértani kbzepeit tekintve is
érvényben maradnak, és példaul a homogenitas alkalmazhat6 a kozepek kozotti
egyenlGtlenség igazolasaban.

Ezek utéan ratériink a cikk cimében szerepls fogalom bevezetésére. Legyenek
a,b pozitiv valés szamok és értelmezziik az (ay), (b,) sorozatokat a kovetkezd
rekurzioval (lasd a [11] konyv 48. oldalan a 46. feladatot, illetve a [6] kényv I.
kotetének 61-62. oldalait):

(3) ap:=a by :=0b

n bn
(4) .. ;F

Mas szoval a sorozatok (n + 1)-edik tagjai rendre az n-edik tagok szamtani,
illetve mértani kozepe, azaz a,+1 = A(an,by,), és byr1 = G(ay,by).

bn+1 = anbn.

4. Allitas. Az (ay,) és (b,) sorozatok konvergensek és ugyanaz a hatdrértékiik.

Bizonyitas. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy a > b, hi-
szen mind a szamtani, mind pedig a mértani kozép szimmetrikus, igy a és b
felcserélésével a két sorozat nem valtozik meg. A szamtani és a mértani ko-
zép kozott fennélld egyenlStlenség alapjan b, < a, minden n > 0 esetén, igy
a kozépérték-tulajdonsag miatt b, < bpy1 < apn és b, < ant1 < an, tehét
bn < bpt1 < ant1 < a,. Vagyis az aldbbi nagysagrendi relacié irhatoé fel:

(5) b<bhi<be<...<by <1 <. <app1<ap <. <a2< a1 <a.

Ez azt jelenti, hogy (a,) monoton cstkkend, (b,) pedig monoton névé sorozat,
tovabba mindketts korlatos. Ismert, hogy ha egy sorozat monoton és korlatos,
akkor konvergens (lasd a [10] konyv 159-163., és a [11] konyv 36-41. oldalait),
igy mind (a,), mind pedig (b,) konvergens, hatarértékeik legyenek rendre «,
B. Ekkor a (4) rekurziv definicié miatt a hatarértékekre o = 42 és g = /a8
teljesiil. Ez viszont (a diagonalitasbol kovetkezGen) azt jelenti, hogy o = 5. O



5. Megjegyzés. A bizonyitast a kovetkezGképpen is befejezhettiik volna. A (b,)
sorozat monoton névekedése folytan

a, + b,
2 2

0 < Ap+1 — bn+1 < Ap+1 — bn -

ahonnan indukcioval kapjuk, hogy

1
Ogan—bngﬁ(a—b).

Az (a, — by,) sorozatot tehat kozrefogtuk két O-hoz tartd sorozattal, ezért a
rendérelv! miatt az (a,, —by,) sorozatnak is 0-hoz kell tartania. Mivel (ay,) és (by,)
kiilon-kiilon konvergensek, ezért hatarértékeik sziikségképpen megyegyeznek.

A most bizonyitott allitas alapjan természetesen adodik a kévetkezs fogalom.

6. Definici6é. Adott a,b pozitiv szamok esetén a (3)—(4) rekurzidval definialt
(an), (by) sorozatok kozos hatarértékét az a és b szamok szdmtani-mértani ké-
zepének nevezzik és a tovabbiakban AG(a,b)-vel jeloljiik. Ezenkivil az (a,),
(b,) sorozatokra a szamtani-mértani kozepet definialod sorozatokként hivatko-
zunk, illetve hasznaljuk a szamtani-mértani kozép rekurzidja (vagy iterdcidja)
elnevezést is.

Konnyen lathato, hogy a szamtani és a mértani kozép tulajdonsigai orok-
16dnek a szamtani-mértani kbézépre.

7. Allitas. Legyenek a,b pozitiv valds szamok. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek:
(i) min(a,b) < G(a,b) < AG(a,b) < A(a,b) < max(a,b),

(ii) AG(a,b) = AG(b,a) (szimmetria),

(111) AG(Aa, \b) = MAG(a,b), ahol X > 0 tetszdleges (pozitiv homogenitds),

(iv) AG(a,b) = AG(ag,br) minden k > 0 esetén, ahol (a,) és (b,) az a,b
szdmok szamtani-mértani kézepét definidld sorozatok (invariancia).

Bizonyitas. A szamtani-mértani kozép szimmetridja kovetkezik a szamtani és a
meértani kozép szimmetriajabol, hiszen a és b felcserélésével az (ay,), (by,) soroza-
tok nem valtoznak meg. Hasonldan, a szdmtani-mértani kézép pozitiv homoge-
nitdsa a szamtani és a mértani kozép pozitiv homogenitasanak kévetkezménye:
Aa és Ab szamtani-mértani kozepét definialoé sorozatok éppen (Aa,) és (Aby,),
amelyek kozos hatarértéke A-szorosa az (an), (by) sorozatok kozos hatarértéke-
nek. Ezenkiviil az (5) egyenl6tlenséglancolat alapjan az (i) ,erds” kozépérték-
tulajdonsag is nyilvanvaloan teljesiil, hiszen a; = A(a,b) és by = G(a,b). Végiil
gondoljuk meg, hogy rogzitett k > 0 esetén az ay, by szamok szadmtani-mértani
kozepét definiald sorozatok éppen az (ay,), (bn) sorozatok ,eltoltjai”, vagyis az
els6 k tag elhagyasaval keletkezs sorozatok. A tagok elhagyasa a hatarértéket
nem befolyasolja, ezért AG(a,b) = AG(ag, by). O

LA rendérelv (vagy csendérelv) szerint, ha (), (yn), (2n) olyan szamsorozatok, amelyekre
Tn < Yn < 2Zn, tovadbba z, — x és z, — x, akkor sziikségképpen y,, — x. Tréfasan fogalmazva,
ha z,, és z, két ,renddr” és y,, a ,letartoztatott”, akkor y, kénytelen ,oda tartani”’, ahova a két
,renddr” tart. Lasd a [10] konyv 143-145. oldalait és a [11] konyv 31. oldalan a 10. feladatot.



8. Megjegyzés. A (iv) tulajdonsig a k = 1 specialis esetben azt jelenti, hogy

AG(a,b) = AG(A(a,b),G(a, b)) = AG (a ;r b m) :

azaz két szam szamtani és mértani kozepének szamtani-mértani kzepe megegye-
zik a két szam szamtani-mértani kozepével. Mas szdval a szamtani-mértani kbzép
invarians a (3)—(4) rekurziobeli (ay,), (by) sorozatokra nézve. Ez az invariancia-
tulajdonsag a késébbiekben fontos szerepet fog jatszani.

1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a szamtani-mértani kézép diagonalis, s6t, ha
az (i) egyenlStlenséglancolatban valahol egyenldség teljesiil, akkor mindenhol
egyenldség all fenn.

A (3)—(4) rekurzio (vagy iteracio) kapcsan érdemes egy, az alkalmazasok
szempontjabol igen lényeges tulajdonsagra kitérniink. Mivel egyel6re nincs exp-
licit formulank két szam szdmtani-mértani kzepére (és hogyha lesz is, ki tudja,
hogy azzal vajon konnyen tudunk-e majd szamolni), ezért ha kivancsiak va-
gyunk két konkrét szam szamtani-mértani kozepére, akkor nem tehetiink mast,
mint az iteracioban néhany l1épést kiszamolunk. Ekkor varhatéan egy jo koze-
litést kapunk a szamtani-mértani kézépre. Kérdés, hogy hany lépést végezziink
el (természetesen minél kevesebbet szeretnénk), ha adott tizedesjegynyi pontos-
sagot szeretnénk. Mas széval milyen ,,gyorsan” fog konvergélni a két sorozat? E
kérdés megvalaszolasahoz vegyiik észre, hogy (2) miatt

n+ bn 1 2
an+1_bn+1:L_\/anbn:§(@_\/@> )

2

ezért
Ap+1 — bn+1 1

(an =bn)® 2 (\/an +vb)"
A fenti egyenlség jobb oldalan 4ll6 kifejezés konvergens, ezért ,elég nagy n-re ko-
zel lesz egy konstanshoz” (méghozza m—hez). Azt mondhatjuk tehat, hogy

az (a, —by,) nullsorozat (n+ 1)-edik tagja az n-edik tag négyzetének (nemnulla)
konstansszorosaval feliilrsl becsiilhets. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az (a,, — by,)
sorozat mdsodrendben (vagy négyzetesen) konvergal 0-hoz. Durvan fogalmazva,
minden 1épés soran megduplazodik a pontos tizedesjegyek szama (a,, — by, )-ben.
Ez a négyzetes konvergenciasebesség valojaban azt is jelenti, hogy a (3)—(4) ite-
raci6 egy rendkiviil gyors és hatékony eljaras a szamtani-mértani kdzép konkrét
numerikus kiszamitasara, és ennek a késébbi alkalmazésok szempontjabol nagy
jelentGsége van.

A (3)—(4) rekurzio eldszor Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) olasz szarma-
zasu francia matematikus egy 1785-ben megjelent cikkében szerepelt. A k6z6s
hatarérték létezését felhasznalva algoritmust dolgozott ki tgynevezett elliptikus
integralok kozelits kiszamitasara. Lagrange-tol fliggetlentil Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) 1791-ben, 14 éves koraban ,ujrafelfedezte” a rekurziot. Téle szar-
mazik a szdmtani-mértani k6zép elnevezés, és 6 volt az, aki késGbbi vizsgalodasai
folyaman észrevette a szamtani-mértani kézép viszonylag egyszeri fogalma mo-
gbtt rejlé mély matematikai Osszefiiggéseket, amelyek fontos szerepet toltottek
be az elliptikus integrélok és fiiggvények elmélétenék kialakulasaban. A kovet-
kez6kben réviden bemutatjuk a szamtani-mértani kbzéphez vezetd ut f6bb al-
lomasait, majd vazoljuk Gauss eredményeit, és ezzel egyuttal rovid betekintést
nyujtunk az elliptikus integralok elméletébe és annak torténetébe.



2. A Bernoulli-féle lemniszkata

A torténet a 17. szézad végéig nyulik vissza, amikor Isaac Newton (1642—
1727) és Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) egymaéstol fiiggetleniil (és egy-
mastol eltérd szemlélettel) megalapoztak és kidolgoztak a differencial- és integ-
ralszamitas elemeit. Az 4j matematikai eszk6zoket a kor tudodsai tobbek kozott
a mechanikiabol szarmazo geometriai jellegli problémak megoldaséara probaltak
alkalmazni. Altaldban olyan gorbék meghatérozasa volt a feladat, amelyeket
egy adott ,részecske” bizonyos kényszererSk hatéséara leir. Talan az egyik leg-
ismertebb a Johann Bernoulli (1667-1748) svajci matematikus altal felvetett
brachisztochron probléma: hatarozzuk meg azt a gorbét, amely mentén (sir-
lodasmentes esetet feltételezve) egy golyd az allando nehézségi eré hatésara a
legrovidebb id6 alatt legurul. Johann és testvére, Jakob Bernoulli (1654-1705)
rengeteg hasonld kérdést vetett fel és tanulmanyozott. Az isochrona paracent-
rica probléma a kovetkezd volt: melyik az a gérbe, amely mentén legurul6 test
egyenl§ id6kozok alatt egyenls utakat tesz meg. E probléma vizsgalata soran
jutott el Jakob 1694-ben az alédbbi egyenlethez:

(6) (2% +9°)? = 2a°(2* — ).

Jakob a gorbét egy ,elforditott nyolcashoz” hasonlitotta és lemniscusnak nevez-
te el, amely gorogiil szalagot jelent. A fenti egyenlettel meghatarozott gorbét,
amelyet (Bernoulli-féle) lemniszkdtinak szokéas hivni az 1. abra szemlélteti.

2. Feladat. Irjuk fel a lemniszkata polarkoordinatas egyenletét, azaz végezziik
el az x = rcosy, y = rsinp helyettesitést, ahol r > 0, 0 < ¢ < 27, majd
ellendrizziik az 1. abran a gorbe alakjanak helyességét!

Valojaban ez a gérbe mar néhany évvel kordbban ismert volt. Giovanni Do-
menico Cassini (1625-1712) olasz matematikus és csillagasz a Nap és a Fold
egymaéshoz viszonyitott mozgasanak tanulmanyozasa soran 1680-ban a késGbb
rola elnevezett Cassini-féle ovalisokat vizsgalta. Ugy gondolta, hogy a Nap a
Fold koriil egy olyan ovélis palyan kering, amelynek két, egyméstol 2a téavolsag-
ra 1évs fokuszpontja van (az egyikben éppen a Fold helyezkedik el) és a palya
mentén 1évS pontok két fokuszponttol mért tavolsdgainak szorzata allando (b2).

3. Feladat. Mutassuk meg, hogy az a = b specialis esetben a Cassini-féle ova-
lis éppen a Bernoulli-féle lemniszkata! Mas szoval, azon pontok mértani helye a
sikon, amelyeknek az egymastol 2a tavolsagra 1évé (—a,0) és (a,0) fokuszpon-
toktol mért tavolsdgainak szorzata a?, a (6) egyenlettel leirt lemniszkéta.

Jegyezziik meg, hogy ha a két fo-

kuszponttél mért tavolsdgok szorza-
/\I/—\ ta helyett a tavolsagok Osszegét ko-
veteljilk meg allandénak, akkor egy

—a a ellipszist kapunk (amelynek fogalméat
Menaikhmosz gorog matematikus méar
i.e. 350 koriil bevezette).

Térjink most vissza az emlitett
mechanikai-geometriai jellegi felada-
tokhoz. Az alkalmazasok miatt e prob-
lémak tanulményozasa nemcsak a testek mozgasat leir6é gérbék egyenletének

1. abra.



felirasat jelentette, hanem ezen tilmenden fontos kérdés volt a gorbék tulajdon-
sagainak vizsgélata is, tobbek kozott az ivhosszuk meghatarozasa. A lemniszké-
ta ivhosszara Jakob Bernoullinak sikeriilt egy formulat felirnia. Az egyszertiség

kedvéért a (6) egyenletben valasszuk az a paraméter értékét %—nek7 ekkor a

lemniszkata pozitiv siknegyedbe esé darabjanak hossza?:

/1 dt

0 V1—t4 '

A fenti integralt elsdfaju teljes elliptikus integrdlnak hivjuk (a teljesség az integ-
ralas hataraira utal). Altalaban elsdfaji elliptikus integrdlnak az

(7)

@ dt
(8) Fla) = o VA £p22)(1 £ ¢%2)

alaku fiiggvényeket nevezziik, ahol p, ¢ pozitiv szamok (és a + eljelek barmely
parositasa valaszthat6). Az ilyen tipusu fiiggvények inverzeit hivjuk elliptikus
fiigguényeknek. Megjegyezziik, hogy a (7) integral nemcsak a korabban emlitett
isochrona paracentrica feladat kapcsan, hanem mar 1691-ben elSkeriilt Jakob-
nal az ugynevezett elasztikus gorbe ivhosszanak tanulményozasa sorédn: milyen
alakot vesz fel egy rugalmas rad, amelyre mindkét végén Gsszenyomo erd hat?

A lemniszkata torténetéhez mindenképpen meg kell emlitentink, hogy Johann
Bernoullinak, testvérétdl fliggetleniil, ugyancsak sikeriilt felirnia a (6) egyenletet
az isochrona paracentrica probléma megoldasa sorédn. Johann cikke azonban
egy honappal késébb jelent meg, mint Jakobé, ezzel els6bbségi vitat kivaltva az
amugy is egymassal versengd fivérek kozott.

A Bernoulli fivérek munkait kovetGen Giulio Carlo Fagnano (1682-1766)
olasz matematikus (aki egyébként kés6bb hercegi cimet is kapott) folytatta a
lemniszkata ivhosszahoz (és a (7) alaku integralhoz) k6t6ds kérdések tanulma-
nyozéasat. Fagnano f§ eredménye a lemniszkata ,jivének megkétszerezése” volt.
Sikeriilt algebrai miveletek segitségével meghataroznia, hogy milyen hosszu a
lemniszkatanak azon (origobol indul6) hirja, amelyhez kétszer akkora lemiszka-
taiv tartozik, mint a t hosszusagu hirhoz. Nevezetesen, ha

2tv/1 — t*
1+t

9) u=

akkor az u hossziisdgu hurhoz kétszer akkora {v tartozik, mint a ¢ hosszisagu
hirhoz, lasd a 2. abrat. A (9) kép-

let jelentGsége abban rejlik, hogy a
jobb oldalén szereplé kifejezés ¢ isme- m
retében vonalzoval és korzével meg-
szerkeszthets, igy a lemniszkata egy
ivének megkétszerezése is elvégezhetd

ezen eszkozok segitségével. Ezt kove-
t6en Fagnanonak sikeriilt eljarast ki-

dolgoznia lemniszkataivek n egyenld
részre osztasasara, ahol n = 2™ n =

2. abra.

2Mivel ebben és a kovetkezd szakaszban csak a torténeti hattér ismertetésére toreksziink,
ezért az elSkeriilg formuldkat bizonyitas nélkiil kozoljiik, a részleteket illetGen lasd példaul az
[5] cikket vagy a [6] konyv II. kdtetének 144-147. és 184-185. oldalait.



3-2™ vagy n = 5 - 2™ alaka lehet. Eredményeit elGszor egy kevéssé ismert
folyodiratban kozolte 1714 és 1720 kozott. Késébb, 1750-ben djra megjelentette
munkait és elkiildte azokat a Berlini Tudoményos Akadémianak, amelynek tag-
sagara palyazott. Az Akadémia Leonhard Eulert (1707-1783) kérte fel Fagnano
munkainak atnézésre. Euler (aki Johann Bernoulli tanitvanya volt) a Bernoulli
testvérek munkai nyoman mar 1728-t61 kezd6dgen foglalkozott az elasztikus gor-
bével és altalaban rugalmassagtani problémékkal, tovabbé az ellipszis {vhossza-
val kapcsolatos kérdésekkel. E témakorok mindegyike az elliptikus integralok
vizsgalatahoz vezettek. (Ha ugyanis a (8) integralban a —% kitevot %—re cserél-
jik, akkor a mdsodfaji elliptikus integrdlokat kapjuk, amelyek tobbek k6zott az
ellipszis ivhosszahoz kapcsolodo probléméakban fordulnak els.)

Fagnano eredményei 4j lendiiletet adtak Euler korabbi vizsgalodasainak. A
Fagnano-féle ,ivkétszerezés” mintajara, azt 1ényegesen altaldnositva tigynevezett
addicios formulat dolgozott ki, el6szor (7), késébb pedig (8) alaku elliptikus in-
tegralokra, és mindezt 1761-ben publikalta. Ezutan tovabbi jelentds eredménye-
ket ért el és ezzel megtette az els6 1épéseket az elliptikus integralok elméletének
kidolgozasa felé. Ennek kapcsan Euler egy gyonyori formulajat mindenképpen
érdemes megemliteniink:

1 1 2
dt t T
10 . dt = —.
(10) ~/0 V1=t /o V1=t 4

A fenti szorzatban szerepld els6 integral, mint lattuk, a lemniszkata ivhossza, a
masodik integral pedig az elasztikus gorbével all szoros kapcsolatban.

Eredményeivel Euler megalapozta az elliptikus integrélok elméletét, amelyet
kés6bb Adrien-Marie Legendre (1752-1833) dolgozott ki klasszikus forméaban és
1826-ban kétkotetes monografidban jelentetett meg. Fzt kovetGen Niels Henrik
Abel (1802-1829) norvég és Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851) porosz ma-
tematikusok (mindkettejiik mentora Legendre volt) teljesen j megvilagitasba
helyezték az addigi elméletet. Ok az elliptikus integralok inverzeit tanulmanyoz-
tak és ezaltal bontakozott ki az elliptikus fliggvények modern elmélete. Munkaik
jelentGségét (és Legendre nagysagat) mutatja, hogy Legendre egy harmadik ko-
tettel egészitette ki monografiajat, abban ismertetve Abel és Jacobi eredményeit.

A torténethez hozzatartozik, hogy Fagnano akadémiai palyazatat Euler ter-
mészetesen tamogatta, igy a Berlini Tudomanyos Akadémia tagjava valasztot-
ta. Jacobi 1751. december 23-4t, amikor is Euler megkapta Fagnano munkait, a
,matematika torténetének egyik rendkiviil fontos napjanak” nevezte.

Fagnano munkassagat illetGen ajanljuk az [1]| cikket, tovabba felhivjuk a
figyelmet a [8] dolgozatra, amelyben a lemniszkat4anak és az elliptikus integra-
loknak a harmadrendti gérbékkel valo kapcsolatardl olvashatnak az érdekl6dsk.
A brachisztochron problémarol, valamint Lagrange, Euler és Gauss életérdl és
munkassagarol tovabbi részleteket a kivalo 7] miben taldlhat az Olvaso. Vé-
giil érdemes megemliteni, hogy Giulio Fagnano fia, Giovanni Francesco Fagnano
(1715-1797) ugyancsak beirta a nevét a matematika torténetébe, ugyanis téle
szarmazik a Fagnano-féle probléma: hegyesszogii haromszogbe irhaté haromszo-
gek koziil melyiknek lesz minimalis a keriilete?




3. A lemniszkata és a szaAmtani-mértani kozép

Az Olvas6 méar bizonyéara kivancsi, vajon hogyan is kapcsolodik Gssze a
Bernoulli-féle lemniszkata és szamtani-mértani kozép fogalma. Az elliptikus in-
tegralok minél egyszertibb kiszamitasa a mechanikai alkalmazasok szempontjé-
bol 1ényeges kérdés volt. Mar Euler is probalt szamitasi modszereket kidolgozni,
de azok még igen nehézkesek voltak. Az igazi attorést azonban Lagrange 1785-6s
cikke jelentette, amelyben tobb modszert is adott a (8) alak integralok egyszeri
kiszamitasara. Az egyik modszerében definidlta a p, ¢ szdmok szamtani-mértani
kozepének rekurzidjat (amelyet 6 még nem nevezett igy), majd megfigyelte a ko-
z0s hatéarérték létezését, és egy transzforméacio segitségével sikeriilt egyszertibb
alakra hoznia a (8) integralt.

Gauss 1791-ben, 14 éves koraban ,jrafelfedezte” a rekurziot. Az igazi felfe-
dezést azonban 1799. majus 30-an tette, amikor észrevette, hogy

(11) AG(1,\/§)-/O \/% = g

Gauss a fenti Osszefiiggést elGszor csak ,egyszerti” szamolassal latta be, 19 ti-
zedesjegy pontossaggal(!) kiszamolta AG(1,+/2) értekét (az AG(1,+/2) recipro-
kat szokas Gauss-féle konstansnak hivni). Természetesen Gauss felfedezésének
voltak el6zményei. Egyrészt ekkorra a (7) integralra mar igen pontos kozelitd
értékek voltak ismertek, tébbek kozott James Stirling (1692-1770) skot matema-
tikusé, aki 16 tizedesjegy pontossaggal szamolta ki az integral értékét. Masrészt
Gauss ismerte Euler (10) formuldjat is, tovabbé az abban szerepld integralok
kozelits értékeit. Ennek ellenére a fenti (11) Osszefiiggés felismerése oriasi je-
lentdségi volt, ahogy napldjaban fogalmazott, ezzel ,az analizis egy teljesen 4j
teriilete nyilt meg”. Ezt kovetSen Gaussnak sikertilt (t6bb) bizonyitast adnia a
(11) formulara, s6t késébb az alabbi sokkal altalanosabb Gsszefiiggést is belatta:

9. Allitas. Tetszéleges a,b pozitiv szémok esetén

E] dy T
(12) AG(a,b) / =—_.
0 VaZcos?p+b2sinp 2

Latszolag az a = 1, b = v/2 esetben ad6dé integral nem hasonlit a (11) formulé-
ban szerepld integralra. Azonban a fenti allitasban szerepls integral egy egyszert
helyettesitéssel (8)-hoz hasonlo, tigynevezett Jacobi-féle alakra hozhato.

Gauss tovabbi vizsgalodasai folyaméan a szamtani-mértani kozép fogalmat
komplex szamokra is kiterjesztette. Ezenkiviil a trigonometrikus fiiggvények
mintajara bevezette az tgynevezett lemniszkata-fiiggvényeket: a ,sinus lemnis-
cus” fliggvényt a (7) integral(fiiggvény) inverzeként értelmezte. Az elliptikus
integréalok inverzeivel és a komplex szamtani-mértani kozéppel kapcsolatos ered-
ményei az elliptikus fiiggvények elméletének kialakulasaban fontos szerepet tol-
tottek be, Abel és Jacobi munkai el6futardnak tekinthetd.

4. Variaciok egy témara

Az el6z6ekben megismertiik a szamtani-mértani kozép fogalmat és torténe-



egyik kozepet ,kicseréljiik” egy masikra, méghozza a harmonikus kézépre. Ehhez
el6szor emlékeztetiink a harmonikus kozép fogalmara és néhany tulajdonsagara.

10. Definici6. Adott a,b pozitiv szamok harmonikus kézepe H(a,b) = %

S

Figyeljiik meg, hogy két pozitiv szdm harmonikus kozepe a reciprokaik szamtani

kézepének reciproka, vagyis H(a,b) = ﬁ. Ebbdl az észrevételbsl konnyen
a’b

adodik a mértani és a harmonikus kozép kozotti egyenlStlenség:

H(a,b) < G(a,b)
minden pozitiv valés szdm esetén, és egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha
a = b. Valoban, a szamtani és a mértani kozép kozotti (1) egyenlStlenség miatt

Ve —Gla).

A szédmtani, mértani és harmonikus kozepekre tehat az alabbi egyenlGtlenség-
lancolat &ll fenn:

—_

<
) G

H(a,b) = o

) )

Q|
=
Q|
S

H(a,b) < G(a,b) < A(a,b),
ahol egyenlGség pontosan a = b esetén teljesiil.

4. Feladat. Mutassuk meg, hogy a harmonikus kozépre teljesiil a kozépérték-
tulajdonsag, diagonélis, szimmetrikus és pozitiv homogén.

Végiil emlitsiik meg a harmonikus kézép egy érdekes specidlis tulajdonsagat.
Egyszert szamolassal ellenérizhetd, hogy tetszéleges a, b pozitiv szamok esetén
A(a,b) - H(a,b) = ab, azaz

(13) G(A(a,b), H(a,b)) = G(a,b),

amit ugyis megfogalmazhatunk, hogy két szdm szamtani és harmonikus kozepé-
nek mértani kdzepe a két szdm mértani kozepe.

Most mar készen allunk a szamtani-harmonikus kézép definidlasara. Legye-
nek a, b pozitiv valos szamok és értelmezziik az (a,,) és (by,) sorozatokat az alabbi
rekurziokkal (lasd a [11] konyv 48. oldalan a 45. feladatot, illetve a [6] konyv I.
kétetének 62-63. oldalait):

(14) ap:=a bo:=b
a, + by

(15) Ap+1 ‘= B

i

an, " b,
Szavakban kifejezve, a sorozatok (n+1)-edik tagjai rendre az n-edik tagok szam-
tani, illetve harmonikus kézepe, azaz a,+1 = A(an,byn) és byr1 = H(an,by).
11. Allitas. Az (ay) és (b,) sorozatok konvergensek és ugyanaz a hatdrértékiik,

mégpedig G(a,b).

Bizonyitas. Feltehetd, hogy a > b. Ekkor a 4. Allitas bizonyitasaban alkal-
magzott gondolatmenethez hasonldéan, a szamtani és a harmonikus kozép kozotti
egyenl6tlenség, illetve a kozépérték-tulajdonsag felhasznalasaval kapjuk, hogy

bgbn gbn+1 gan—i—l gan ga



minden n > 0 esetén. Ez azt jelenti, hogy (a,), (b,) monoton és korlatos soro-
zatok, ezért mindketts konvergens, hatarértékeik legyenek rendre « és 5. Ekkor
a (14)—(15) rekurziobol kovetkezden o = (’—"2"’3 és B = ﬁ, ami a diagonalitas
miatt éppen azt jelenti, hogy o = 5. (Jegyezziik meg, hog; a hatarértékek meg-
egyezése az 5. Megjegyzésben latott modon is belathato: a (by,) sorozat monoton
novekedésébol adodoan 0 < a,, — by, < 27" (a — b).) Jeloljiik a két sorozat kozos
hatarértékét a-val!l Vegyiik észre, hogy a (13) Osszefiliggés miatt

(16) G(an+1,bnt1) = G(A(an,byn), H(an,by)) = G(an, by)

ahonnan indukcioval G(ay, b,) = G(a,b) adodik minden n > 0-ra. Innen a bizo-
nyitast kétféleképpen is befejezhetjiik. Egyrészt a kozepek kozotti egyenlGtlenség
alapjan minden n-re b,11 < G(an,by,) < any1, vagyis bp+1 < G(a,b) < apt1,
ezért a renddrelv miatt szitkségképpen oo = G(a,b). Masfelsl a (16) Osszefliggés-
ben elvégezve a hataratmenetet (a mértani kozép folytonosséganak felhasznala-
saval) G(a,b) = G(a, @) = « adodik. O

12. Megjegyzés. Az el6bbi bizonyitasban a kozos hatarérték meghatarozasanak
(utobbi) otletét érdemes kiilon kiemelniink. Gondoljuk meg, hogy az o« = G(a, b)
egyenldség két alapvetd tulajdonsagon milt. Egyfeldl a (16) invariancidn: a mér-
tani kozép (mint kétvaltozos fliggvény) invaridns a (14)—(15) iteraciora nézve,
azaz G(an+1,bn+1) = G(an, by) minden n-re; masrészt azon, hogy G(a, a) = .
Ervényes tehét a kovetkezs allitas.

13. Allitas. (invarianciaelv) Tegyiik fel, hogy az (a,), (by) pozitiv tagi soro-
zatok konvergensek és kézos a hatdrértékiik, amely legyen a. Ha ®: RT x RT —
R (RT a pozitiv valds szdmok halmaza) olyan kétvdltozds fiiggvény, amely foly-
tonos, tovibbd ®(x,x) = x minden x > 0 esetén, valamint ® invaridns a két so-
rozatra nézve, azaz ®(an41,bn1+1) = ®(an, by) minden n-re, akkor a = ®(ag, bo).-

Az invarianciaelv segitségével a (12) Gauss-féle formula egy lehetséges bizo-
nyitasanak Gtlete is azonnal kirajzolodik. Definialjuk a ® kétvaltozos fiiggvényt
az alabbi modon:

- -1
®(a,b) = g/f de
T T Jo  \/a2cos? o+ b2sin’ ¢ .

Ekkor @ folytonos, ezenkiviil > 0 esetén

1 _2/’5 dy _2/5d<p_1
®(x,x) 7)o rZcos?p+a?sin’e TJo T @

igy ®(x,z) = z. Elég lenne tehat megmutatni, hogy ® invarians a szamtani-
mértani kozép iteraciojara nézve, vagyis ®(“:, vab) = ®(a, b) minden a, b po-
zitiv szdmra, ekkor az invarianciaelv miatt ®(a,b) = AG(a,b). Az invariancia
igazolasa az tugynevezett Gauss-féle transzformacioval torténhet, amely az el-
liptikus integralok elméletében egy fontos integralatalakité transzformacio, lasd
példaul az [5] cikket, vagy a [6] konyv IT. kotetének 144-147. oldalait. A transzfor-
maécio6 els6 forméaja mar Lagrange korabban emlitett cikkében megjelent, kés6bb
Gauss t6le fliggetleniil altalanosabb alakban alkalmazta.

Térjlink most vissza a szimtani-harmonikus kozepet (amely valojaban a mér-
tani kozép) definialo (14)—(15) iteraciohoz néhany tulajdonséag erejéig.

)
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5. Feladat. Igazoljuk, hogy a (14)—(15) iteraci6 masodrendben konvergens,
pontosabban

Ap+1 — \/@ 1 1 bn+1 — \/% \/Gj - 1

(an — Vab)2  2an  2Vab  (by—vab)2  (an +bu)bn  2Vab

(Utmutatas: hasznaljuk a (16) invarianciat. )

A (16) invariancia segitségével a (14)—(15) rekurziot atirhatjuk ,egydimen-
zios alakba”. Legyen s = ab = a,by, ekkor b, = - és ezt a (15) rekurzioba
helyettesitve kapjuk, hogy

1 s
(17) ant1 = 5 <an + a) .

n

A fenti eljaras az ugynevezett Héron-féle (vagy babiloni) modszer, amelyet el6-
szor Héron (kb. i.sz. 10-70) gorog matematikus irt le. A modszer egy adott s
pozitiv valos szam négyzetgyokének kozelits kiszamitasara szolgal. Adott ag = a
porzitiv kezdéértékbdl kiindulva az (a,,) sorozat tagjai egyre jobban megkozelitik
V/s-t. Valoban, ezt most bizonyitanunk sem kell, hiszen a Héron-féle modszer
a (14)—(15) szamtani-harmonikus kozép iteracidjanak egydimenzios alakja, és
lattuk, hogy az (a,) (és a (b)) sorozat hatarértéke éppen vab = /5. Ezzel
a Héron-féle modszer konvergencidjara egy 0j bizonyitast nyertiink. S6t, az 5.
Feladat alapjan tudjuk, hogy a szamtani-harmonikus kozép iteraciéja masod-
rendben konvergal, igy a Héron-féle modszer is masodrendii. Ez azt jelenti, hogy
ez a modszer egy gyors és hatékony eljards egy szam négyzetgyokének kozeli-
t6 kiszdmitasara. A modszerrdl részletesebben lasd még a [10] kényv 109-112.
oldalait, illetve a [11] konyv 46. oldalan a 40. feladatot.

A szakasz lezarasaként vizsgaljuk meg mit kapunk, ha a szdmtani-mértani
kozepet definialo rekurzioban a mértani kozép helyett a szamtani kdzepet ,cse-
réljiik” a harmonikus kozépre. Definialjuk tehat az (a,), (by,) sorozatokat oly
modon, hogy

(18) apg ‘= a bo =b

(19) ani1 =\ anby bni1 = T

ahol a, b adott pozitiv valés szamok.

14. Allitas.
méghozzd

z (an) és (by) sorozatok konvergensek és ugyanaz a hatdrértékik,

i5)

s

AG(

ol
I

6. Feladat. Bizonyitsuk be a 14. Allitast! (Utmutatas: fogalmazzuk at a (18)-
(19) rekurziot a sorozatok reciprokaira.)

15. Definicié. A (18)—(19) sorozatok kozos hatéarértékét az a és b szamok
mértani-harmonikus kizepének hivjuk és a tovabbiakban GH (a,b)-vel jeldljiik.

A 14. Allitas értelmében a mértani-harmonikus kozép a reciprokok szamtani-
mértani kézepének reciproka, ezért bizonyos értelemben tugy viselkedik, mint a
harmonikus kozép.
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7. Feladat. Igazoljuk, hogy a mértani-harmonikus koézép szimmetrikus, pozi-
tiv homogén, GH (a,b) = GH (ay,b) minden k-ra, ahol (ay,), (b,) a mértani-
harmonikus kézepet definiald (18)—(19) sorozatok, tovabba

min(a,b) < H(a,b) < GH(a,b) < G(a,b) < AG(a,b) < A(a,b) < max(a,b),
ahol egyenléség pontosan a = b esetén teljesiil, valamint
(20) G(AG(a,b),GH(a,b)) = G(a,b).

8. Feladat. Milyen invariancia tulajdonsagot jelent a (20) Osszefliggés?

5. Altalanositas: Gauss-féle rekurziok

Az el6z6ek mintajara az Olvaso is megprobalkozhat rekurziok értelmezésével,
példaul a szadmtani-mértani kozép iteracidjaban valamelyik kdzepet a négyzetes
kozépre cserélve. Noha az igy kapott sorozatok konvergencidja egyszertien belat-
hato, a kozos hatarértéket altalaban nem lehet ,szép” alakra hozni. Ez nagyrészt
azon mulik, hogy meg tudjuk-e taldlni az invarians fliggvényt. Mindenesetre ér-
demes a kérdéskort altalanosan is megfogalmazni, ez a kordbbiak alapjan nem
fog nehézséget okozni. Definialjuk tehat absztrakt kozepek fogalmét!

16. Definicié. Legyen M: Rt x Rt — RT folytonos fiiggvény. Ekkor M-et
kozépnek nevezziik, ha teljesiil ra a kozépérték-tulajdonsag, azaz

(21) min(a,b) < M(a,b) < max(a,b).
Legyen M és N két kozép. Ekkor definidlhatjuk az aldbbi Gauss-féle rekurzidt:

(22) Qo ‘= a bo =b
(23) apt1 = M(an,by) bn+1 := N(ap,by),

ahol a és b adott pozitiv szamok. A korabbi szakaszokban szerepld rekurziok
vizsgalatanal lattuk, hogy a kapott sorozatok konvergencidja lényegében a ko-
zepek kozott fennallo egyenlStlenségeken (és a kozépérték-tulajdonsagon), a ko-
z6s hatarértek 1étezése pedig a diagonalitason mult. Erdemes tehat definialnunk
absztrakt kozepek diagonalitasanak és Osszehasonlithatosaganak fogalmat.

17. Definici6. Legyen M és N két kozép. Ekkor M szimmetrikus, ha M (a,b) =
M (b, @) minden a, b pozitiv szamra, M diagondlis, ha a (21) egyenl&tlenséglanco-
latban pontosan a = b esetén teljesiil egyenldség (barmelyik egyenl6tlenségben).
Ezenkiviil azt mondjuk, hogy M dsszehasonlithaté N-nel, ha az aldbbi harom
feltétel koziil legalabb az egyik teljesiil:

(i) M(a,b) = N(a,b) minden a, b pozitiv szamra,
(ii) N(a,b) = M(a,b) minden a, b pozitiv szamra;
(iii) M(a,b) > N(a,b), haa >b>0, és N(a,b) > M(a,b), hab>a > 0.

Vilagos, hogy ha M és N szimmetrikus kozepek és M Osszehasonlithatd N-nel,
akkor forditva is igaz, N Osszehasonlithatéo M-mel. Ez a megforditas azonban
altalaban (nevezetesen, ha (iii) teljesiil és M # N, akkor) nem igaz.
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18. Allitas. Tegyiik fel, hogy M és N diagondlis kizepek, tovibbd M Gsszeha-
sonlithato N-nel. Ekkor a (22)—(23) rekurzidval definidlt (ay), (by) sorozatok
konvergensek és ugyanaz a hatdrértékik.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a (iii) eset all fenn és a > b. Ekkor by = N(a,b) <
M(a,b) = a;. Ha valamilyen n-re b,, < a, teljesiil, akkor az Gsszehasonlitha-
tosag folytan b,11 = N(an,b,) < M(apn,b,) = an41, tovabba a kozépérték-
tulajdonsag miatt b, < ap41 < an s by < byt1 < ap, tehdt b < b, < byyg <
an < apt1 < a minden n-re. Ez azt jelenti, hogy (a,), (b,) korlatos és monoton
sorozatok, ezért mindketts konvergens, hatarértékeik legyenek rendre o és 8. A
(22)—(23) rekurzio (és M, N folytonossaga) miatt sziikségképpen o = M (a, 8) és
B = N(a, ), és igy a diagonalitasbol kovetkezSen o = 5. Az a < b eset teljesen
hasonloan vizsgalhato, csupan az (a,), (by,) sorozatok szerepét kell felcserélni.
Ha pedig (i) vagy (ii) teljesiil, akkor a fenti bizonyitas szorél-szora megismétel-
hets. Jegyezziik meg, hogy a diagonalitasbol valojaban csak annyit hasznaltunk
fel, hogy legalabb az egyik kozép rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. O

19. Definicié. Az (a,), (b,) sorozatok kozos hatarértékét az M és N kozepek
Jkeverékének™ nevezziik és a toviabbiakban M N (a,b)-vel jeldljiik.

20. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a 18. Allitas bizonyitasabol az is kijott, hogy
M N rendelkezik a kézépérték-tulajdonsaggal. Belathato, hogy M N folytonos is,
tehéat kozép. Vigyazzunk, hogy altalaban M és N keveréke kiilonbozik N és M
keverékétsl. Ha azonban M és N szimmetrikus kozepek, akkor konyen lathatéan
NM(a,b) = MN(a,b). Gondoljuk meg (a 7. Allitas és a 7. Feladat mint4jara),
hogy M és N esetleges koz0s specialis tulajdonsagai (mint példaul szimmetria,
homogenitas) 6roklédnek M N-re. Megemlitjiik, hogy a 18. Allitasban az Gssze-
hasonlithatosag feltétele valojaban elhagyhato. A részleteket illetGen lasd a [3]
konyvet.

Nézziink meg most egy konkrét példat a 18. Allitas szemléltetésére! Legyen

2
(24) Moy =20 Ny = 2

Vilagos, hogy M és N nem szimmetrikusak. Konnyen lathato, hogy teljesiil a
kozépérték-tulajdonsag és a diagonalitas: példaul, ha a > b, akkor

:3b—|—b< 3a+b<3a—|—a:a b:b+2b<a+2b< a+ 2a

és nyilvan egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a = b. Egyszerti szamoléassal
adodik, hogy M(a,b) — N(a,b) = & (a —b), igy M &sszehasonlithaté N-nel (a
(iii) eset all fenn). Ekkor a 18. Allitasbol kévetkezden létezik M N (a,b). Ennek
explicit felirasahoz vegyiik észre, hogy

1 1 1

?(4%“ + 3bpy1) = 5(3% + by + an+2b,) = 5(4% + 3by),

vagyis a ®(x,y) = 1 (4z+3y) fiiggvény invarians az (a,), (b,) sorozatokra nézve.
Mivel ®(z,z) = 2 = z, ezért az invarianciaelvbél kovetkezsen MN(a,b) =
1(4a + 3b).

3Az angol nyelvii szakirodalomban: compound mean.
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9. Feladat. Legyen

a+b a+b
a

M(a,b) = 5 N(a,b) = b.

Igazoljuk, hogy a # b esetén

a2 — b2
MN(a,b) = 2(loga —logh)
—1

(Utmutatés: az a = b hatareset vizsgalatahoz hasznaljuk fel, hogy lim z =
z—1 logx

1, lasd a [11] kényv 217. oldalan a 35. feladatot. Lasd még a [4] cikket is.)

6. Alkalmazas: a 7 és a szaAmtani-mértani kozép

A cikk végén ejtslink szot a szamtani-mértani kozép lehetséges alkalmazé-
sainak kérdésérsl. Lattuk, hogy mar Lagrange is egy konkrét alkalmazés miatt
definialta a szamtani-mértani kozép iteraciojat: elliptikus integralokat akart mi-
nél egyszertibb alakra hozni. Megmutattuk, hogy az iteracié gyorsan konvergal,
tehat egy hatékony eljaras, amely Gauss (12) formulaja alapjan (elstfaja teljes)
elliptikus integralok kozelité kiszamitasara hasznalhato.

Az elliptikus integralok elméletének kialakulasa utan a szdmtani-mértani
kozép fogalma kissé feledésbe meriilt (és manapsag sem tul kozismert, annak el-
lenére, hogy részben elemi eszkozokkel is targyalhato). A 20. szazadban Richard
Brent és Eugene Salamin matematikusok ajrafelfedezték Gauss néhany eredmé-
nyét. Egymastol fiiggetleniil 1976-ban a 7 kozelitd kiszamitasara egy rendkiviil
hatékony algoritmust dolgoztak ki, amely a Gauss-féle szamtani-mértani kdzép
iteracidjan alapul. Brent ezen tilmenGen azt is észrevette, hogy hasonlé eljaras
segitségével bizonyos elemi fiiggvények (példaul a logaritmusfiiggvény) is haté-
konyan szamolhatok.

Az alabbiakban réviden ismertetjiik a Brent-Salamin-algoritmust. Képezziik
az (ap), (bn), (t,) sorozatokat a kovetkezs rekurziokkal:

(25) ap =1, bo := to :=1,

1
\/i,

n bn
(26)  anys =2 ‘; bt = anbn,  fasr = tn — 2"(a2 — 1),

. 2
21. Allitas. A «w, := 2at"'+1 sorozat masodrendben a w-hez konvergdl.

A fenti allitas bizonyitésa az elliptikus integralok Legendre-féle azonossagan
milik (amely szoros kapcsolatban all az Euler-féle (10) formulaval). Ezért a (25)—
(26) rekurziot Gauss-Legendre-algoritmusnak is szokas hivni. A mésodrendd
konvergencia miatt minden lépésben megkétszerezédik a pontos tizedesjegyek
szdma 7,-ben, ez mar néhany lépés elvégzése utan is jol latszik: az els6 8 1épés
a m-nek rendre 0, 3, 8, 19, 41, 94, 171, 344 tizedesjegyét allitja el pontosan.

Az 1980-as évek elejétsl kezdddGen Yasumasa Kanada japan matematikus és
munkatarsai a fenti eljaras segitségével ,nekilattak” a m minél tobb tizedesjegyé-
nek kiszamolasahoz, és ezzel az elmult 30 évben sorra allitottak fel a rekordokat.
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1981-ben a m-nek 2 milli6 tizedesjegyét szamoltak ki pontosan, 1983-ban mar 16
milli6 tizedesjegyet, 1988-ra 201 millié, 1999-re pedig 206 millidrd tizedesjegyet
sikeriilt pontosan kiszamolniuk. A 2002-es rekord, amelyet ugyancsak Kanada
és csapata allitott fel: 1241100000000 tizedesjegy.

Erdemes megemliteni, hogy Jonathan és Peter Borwein az 1980-as évek ko-
zepétdl a Brent-Salamin-algoritmushoz hasonlé, de annal még gyorsabban kon-
vergald eljarasokat dolgozott ki a m, illetve az % kiszamitasara. A w kozelit
szamitasanak torténetérsl, illetve a szamtani-mértani kozéppel valo kapcsolaté-
rol az érdekl6dsk a [9] cikkben és a [3] konyvben b&vebben olvashatnak.

A 7 tizedesjegyeinek az el6bbiekben ismertetett pontossédgokkal torténd ki-
szamitésa természetesen tilmegy az alkalmazhatosag korén. Ezzel kapcsolatban
ismert a kovetkezs anekdota (lasd [2]). A m-nek csupan az elsé 39 tizedesje-
gye elegendS ahhoz, hogy az univerzum sugaréval azonos sugart kor keriiletét
ki tudjuk szamolni egy hidrogénatom sugarédnak megfelel6 pontossaggal. Ennek
igazolasat (vagy megcéfolasat) az Olvasora bizzuk.
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