Tobbvaltoz6s analizis 1. el6adas

Osztatlan matematikatanar szak 8. félév, 2021. sz
1. el6adas (szeptember 8.)

Az el6adéas elején a szokasos tudnivalokrol ejtettem szot: kezdési idSpont, elérhetdségek, szamonké-
rés, tematika. A félév soran az analizis aldbbi fejezeteit fogjuk targyalni: improprius integral, hatvany-
sorok, az R? euklideszi tér, konvergencia RP-ben, tobbvaltozos fiiggvények folytonossiga és hatarértéke,
tobbvaltozos fliggvények differencialszamitasa. A masodik félévben a teriilet preciz fogalmaroél (Jordan-
mérték), a tobbvaltozos integralasrol, valamint differencidlegyenletekrol lesz szo.

Ezutan belevagtunk az improprius integral témakorébe. Egy kis motivacidval kezdtem, elGszor
visszautaltam a Riemann-integralra, amelyet korlatos f: [a,b] — R fiiggvényekre értelmeztiink. Cé-
lunk, hogy ezt a fogalmat kiterjessziik nemkorlatos intervallum vagy nemkorlatos fliggvény esetére.
Két példat néztiink meg, formalisan kiszamoltuk az fol 1/y/x dz integralt, valamint az [~ 1/2%dz in-
tegralt. A formaélis szamolas rogton eldre is vetiti, hogy mi legyen az integral definicidja, mégpedig
korlatos intervallumokon vett integralok hatarértéke.

A definicié kimondasa el6tt célszertinek lattam a lokdlisan integrdlhatd fliggvény fogalmat bevezetni:
egy f: H — R fiiggvény (ahol H C R tipikusan valamilyen intervallum) lokalisan integralhato a
H halmazon, ha barmely [a,b] C H korlatos, zart részintervalluman Riemann-integralhato. Ha az
f:[a,b) — R fliggvény (ahol a € R, de b lehet valos szam vagy +o00) lokalisan integralhato, akkor azt
mondjuk, hogy az f-nek az [a,b)-n vett improprius integrdlja konvergens, amennyiben a

t
y
(b0 / d

hatarérték létezik és véges. Ekkor az improprius integralt fab f jeloli, és az értéke a fenti limesz. Hason-
loan értelmezhets az (a,b]-n vett improprius integral konvergenciaja. Ha az improprius integral nem
konvergens, akkor divergensnek mondjuk Ha a szoban forgd hatarérték létezik, de valamelyik végtelen,
akkor az improprius integral divergens, de létezik. Ha a limesz nem létezik, akkor az improprius integ-
ral divergens, és nem is létezik. A jobb atlathatosag kedvéért a konvergens, divergens, 1étezik és nem
létezik elnevezéseket egy ,tablazatszertiségbe” foglaltam.

Rogton megnéztiink egy példat: milyen o valés szamra konvergens fol 1/x% dx. Valaszképpen az
adodott, hogy pontosan « < 1 értékekre (a szamolas kozben el6jott az x® fiiggvény primitiv fliggvénye
és annak bal oldali hatarértéke a 0-ban. Hézi feladat az floo 1/x% dx konvergencidjanak vizsgalata.

Ezutan megjegyeztiik, hogy ha f az [a,b]-n Riemann-integralhato, akkor most mér f; f harom
dolgot is jelent, de ezek szerencsére egybeesnek (ezt az integralfiiggvény folytonossidgara hivatkozva
indokoltuk).

Az improprius integral definici6ibol maradt még az (a,b) tipusi intervallum esete. Ekkor az impro-
prius integrél konvergens, ha van olyan ¢ € (a,b), hogy [ ac és fcb f is konvergensek. Ebben az esetben az

iménti két integral osszege legyen fab f. Felmertil, hogy vajon a definici6 korrekt-e abban az értelemben,
hogy a konvergencia és az érték nem fiigg a ¢ pont valasztéasatol. Szerencsére korrekt, de ezt nem lattam
be (aki akarja, meggondolhatja).

Példaképpen kiszamoltuk az [0 1/(1 + 2?) dz integralt a 0-nél valo kettébontéssal (az integral
kiszamoléasa kapcsan felrajzoltam az arctg fiiggvényt és lattuk a hatarértékét +oo-ben és —oo-ben).



2. eléadas (szeptember 15.)

Az elGadas elején emlékeztettem a mult 6ran az improprius integralrol tanultakra (definiciok, pél-
dak). Ezt kovetSen az improprius integral és az algebrai mtiveletek kapcsolatarol mondtam ki egy tételt:
ha f; f és fabg konvergens, akkor f; cf és f;( f + g) is konvergens. Azonban (a Riemann-integrallal
ellentétben) a szorzatra ez nem igaz: példaul fol 1/v/x dz konvergens, de fol(l /+/x)? dr nem (ezek a
korabbi példakbol kovetkeznek).

Ezutan emlékeztettem végtelen sorok abszolut konvergenciajara és a kapcsolatara a konvergenciaval
(a >2(—1)"/n ellenpéldat is felidéztem). Ennek mintajéra bevezettiik improprius integralok abszolit

konvergencidjanak fogalmdt: az fab f improprius integralt abszolit konvergensnek nevezziik, ha az fab |f]
improprius integral konvergens. Tételként (bizonyitéas nélkiil) kimondtam, hogy az abszolut konvergen-
ciabol kovetkezik a konvergencia, de visszafele nem, és erre hamarosan lesz példa. De el6tte az abszolut
konvergencia igazolasara egy kritériumot /elvet fogalmazunk meg: majorizdcio és minorizdcid. Tegyiik
fel, hogy f és g lokalisan integralhato fiiggvények az [a,b) intervallumon (ahol b € R és b = oo is lehet),
tovabba van olyan by € [a,b), hogy minden x € [by, b) esetén |f(z)| < g(z). Ekkor

(1) ha f; g konvergens, akkor ff f konvergens, s6t abszolit konvergens.

(2) Ha pedig f; f divergens, akkor fab g is divergens.

Az elvek bizonyitasat kihagytam, helyette sokkal érdekesebb alkalmazéasokat néztiink. Elsé példa
volt floo e~ dx konvergencidja, amelynél az e~ < e becslést alkalmaztuk (x > 1 esetén), ahol
a majoralo fiiggvény integralja konvergens [1,00)-en. Erdekességképpen felirtam a valoszintiségszé-
mitasb6l a normalis eloszlas kapcsan jol ismert fooo e dy = /7 /2 osszefiiggést. Ezutan belattuk,
hogy [“sinz/a?dx és [ cosz/x? du (abszolut) konvergensek. Ezt kovetSen pedig igazoltuk, hogy
floo sinx/x dz konvergens (itt parcidlisan integraltunk [0,¢]-n majd t-vel tartottunk a végtelenhez),
de [ |sinz/z| dz nem konvergens (itt a |sinz| > sin? z also becslést hasznéltuk). Erdekességképpen
megjegyeztem, hogy fooo sinz/xdr = 7/2. Végiil tovabbi érdekességként a gamma fiiggvényt értel-
meztem: I'(a) := [§° 2% te™" da. Belathato, hogy I'(«r) pontosan akkor konvergens, ha a > 0. Ekkor
IMNa+1) = al'(«), igy pozitiv egész n esetén I'(n) = (n — 1)l. A gamma fiiggvény tehéat a faktorialis
kiterjesztéseként is felfoghato, és ekkor megleps modon kiszamolhato, hogy (—1/2)! = /=.

Az improprius integralok témakorét a sorokkal valo kapcsolattal zartuk. Kimondtam a sorok kon-
vergenciajara vonatkozo integrdlkritériumot: ha f: [N, 00) — [0, 00) monoton csokkend fiiggvény (ahol
N porzitiv egész), akkor a _° \ f(n) végtelen (szam- vagy numerikus) sor pontosan akkor konvergens,
ha az |, ]30 f improprius integral konvergens. A bizonyitas el6tt rogton egy példat néztiink, mégpedig az
f(z) =1/z* fuggvényt a > 0 esetén. Ekkor teljesiilnek az integralkritérium feltételei, igy a 2, 1/n®
hiperharmonikus sor pontosan akkor konvergens o > 0 esetén, ha az floo 1/x® dz improprius integral
konvergens, vagyis (a mult 6ra alapjan) o > 1. Az o < 0 esetben a sor nem lehet konvergens, hiszen
1/n® 4 0, tehat végeredményben a hiperharmonikus sor pontosan o > 1 esetén konvergens.

Az integralkritérium bizonyitasat két rajz segitségével bizonyitottuk: a rajzok két fontos becslést
szemléltettek. A bizonyitas végét mar csak szoban mondtam el, a kovetkezs oraén visszatériink ré.



3. el6adas (szeptember 22.)

Az elGadas elején visszatértem a mult 6ran félbehagyott bizonyitasra, és felirtam djra a kapott
becslést, majd réviden megindokoltuk, hogy ebbdl hogyan kovetkezik az integralkritérium allitasa.

Ezt kévetSen a Taylor-sorok témakorét ismételtiik at, és emlékeztettem néhany fontos ismeretre.
Ha az f fliggvény akarhényszor derivalhat6é az xg pontban, akkor ehhez a ponthoz tartozo Taylor-sora
Yoo f (") (@) /n!(z—x0)". Szerepelt korabban egy elégséges feltétel a Taylor-sornak egy I intervallumon
val6 konvergencidjara: ha van olyan K valés szdm, hogy minden n nemnegativ egész és x € I esetén
|f™(z)| < K, akkor tetsz6leges xq € I ponthoz tartozo Taylor-sor minden z € I pontban konvergens
és Osszege f(x), mas szoval a Taylor-sor eldadllitja f-et. Példaképpen felirtam harom (a 0 ponthoz
tartozo) nevezetes Taylor-sort:

Dy R TS > 1
e’ = —, sinz = —1)"——, cosx = -1 .
— nl o (2n +1)! —~ (2n)!

Mindezek utan belekezdtiink a hatvanysorok témakorbe. A Taylor-sort altalanositjuk most, és vizs-
galjuk a > > jan(z — xp)" alaka sorokat. A kévetkezS harom kérdést vetettitk fel: 1) milyen z-re
konvergens a sor? 2) mi az osszegfiiggvénye? 3) milyen simaséagi tulajdonsagokkal rendelkezik az dsszeg-
fliggvény? Az oran ezekre adunk valaszokat.

Ha (a,,) tetszdleges szamsorozat és o € R, akkor a Y o a,(z — xo)" sort xy kézépponti hatvdny-
sornak nevezziik. Azon z-ek halmaza, amelyre a hatvanysor kovergens, a hatvanysor konvergenciatar-
tomdnya vagy konvergenciahalmaza (héazi jelolés: KH). Rogton észrevettiik, hogy az x = xy minden
esetben eleme a konvergenciahalmaznak, tehat KH sosem tires. Az f(z) = > an(x —x0)" fiiggvény,
ahol z € KH, a hatvanysor dsszegfiigguénye.

Els6 példaként a mértani sorra emlékeztettem: ) >, 2™ pontosan akkor konvergens, ha |z| < 1,
és ekkor az Osszege 1/(1 — z). A mértani sor konvergenciahalmaza tehat a (—1,1) intervallum és
osszegfiiggvénye az 1/(1 — z) figgvény, amely (akarhanyszor) differencialhato.

Masodik példank a > > | 2™ /n hatvanysor volt, csak a konvergenciahalmazt vizsgaltuk. Ehhez fel-
idéztem a (szam)sorok konvergencidjara és divergenciajara vonatkozo gyok- és hanyadoskritériumokat.
A gyokkritérium alkalmazasaval belattuk, hogy a szoban forgo hatvanysorra KH = [—1,1) (a végpont-
ban a Leibniz-kritériumra is sziikségiink volt). Bar ez a két példa igen kevés, de mégis azt a sejtést
fogalmaztuk meg, hogy egy > .° ;a,z" hatvanysor konvergenciahalmaza a koézéppontra ,majdnem
szimmetrikus”. Bizonyitas nélkiil megfogalmaztam, hogy ez valéban igaz: barmely hatvanysor esetén
létezik olyan R nemnegativ szam vagy R = infty, hogy a hatvanysor konvergenciahalmaz a kévetkezo
négy intervallum valamelyike: (zo — R, 2o+ R), [vto— R, z0+ R), (vo— R, 2o+ R], [vr0— R, v+ R]. Az R-et
a hatvanysor konvergenciasugardinak nevezziik, és megbeszéltiik az R = 0, R = oo speciélis eseteket.

Kérdésként felmeriil, hogy vajon az R konvergenciasugar megadhato-e képlettel? Erre vonatkozik a
hires Cauchy-Hadamard-tétel: haa ) 7 an(x—x¢)™ hatvanysorra létezik lim, o, {/|an|, akkor ennek
a limesznek a reciproka éppen a konvergenciasugar (itt fontos megjegyezni, hogy 1/(0 4+ 0) = +o0 és
1/(+00) = 0). A tételt nem bizonyitottam, helyette egy hasznosnak vélt megjegyzést tettem, amely
arra vonatkozott, hogy a Cauchy—-Hadamard-tétel alkalmazisa nemtrividlis hatarértékekhez vezethet,
mint ahogy az exponencialis fliggvény esetében:

Z -
n!’
n=0

Itt a lim,_ oo ¥/n! limeszre lenne sziikségiink, amely ugyan még viszonylag egyszertien meghatarozhato
(+00). Am ha még becsempésziink egy n™ szorzot is, akkor a lim, ., {/n™/n! hatarértékre volna
sziikség, amely messze nem trivialis. Ennek kapcsan érdekességképpen megemlitettem a (bamulatos!)
Stirling-formulat: n! ~ (n/e)™v2mn. Ebbdl kénnyen adodik, hogy a szoban forgd limesz éppen e.
Mindezek mutatjak, hogy nem igazén érdemes a Cauchy—Hadamard-tétellel bajlodni, hanem inkabb a
hanyadoskritériummal probaljunk konvergenciahalmazt szamolni (gyakorlaton sok példa lesz erre).



4. el6adas (szeptember 29.)

Az elGadas elején hatvanysor Osszegfiiggvényének tulajdonsagaival kezdtiink foglalkozni. Bizonyitéas
nélkiil kimondtam, hogy a pozitiv konvergenciasugart » >~ ; a,(z — o)™ hatvanysor a konvergencia-
halmazon folytonos, az esetleges végpontokban féloldalrdl folytonos (ezt Abel folytonossagi tételeként
emlegettem); tovabba a konvergenciahalmaz belsejében, azaz (—R, R)-en differencialhato, s6t a deri-
valas tagonként elvégezhetd:

(ag + a1(z — xg) + ag(x — 20)? + az(z — z0)> +...) = a1 + 2az(x — z0) + 3az(x — x0)? + .. ..

Valamint a hatvanysor tagonként is integralhato, azaz a primitiv fliggvényeinek alakja:

o0

_ n+1

3 o, EZ )"
n+1

n=0

Kovetkezményként megfogalmaztuk, hogy a pozitiv konvergenciasugara > ., an(x —x0)™ hatvany-
sor zo kozéppontt Taylor-sora az eredeti hatvinysor. A bizonyitas a tagonkénti differencidlhatosagot
hasznalta, amelynek segitségével kaptuk, hogy az f osszegfiiggvényre f() (x0) = nlay,.

Még egy kovetkezmény szerepelt, mégpedig a hatvanysor egyértelmiségi tétel: ha > 7 jan(z —
z9)" =Y o7 o bu(z—x0)" az xo valamely kornyezetében (tehéat valamely (zo— e, 2+ ¢) halmazon, ahol
e > 0 szam), akkor sziikségképpen a, = b, minden n-re, hiszen mindketts éppen (™ (zq)/n!, ahol f
az Osszegfiiggvény.

Ezt kovetSen szép alkalmazasokkal zartuk a hatvanysorok témakorét. ElGszor két hatvanysort ir-
tunk fel. A log(1 + x) fiiggvénnyel kezdtiik. Ehhez a derivaltjat fejtettiik hatvanysorba (méghozza —x
hényadost meértani sorba), és ebbdl integralassal, majd = = 0 helyettesitéssel kaptuk, hogy |z| < 1
esetén

oo
(1) log(1 + ) = Z(_m—l%.
n=1
Végiil itt © = 1 helyettesitéssel éltiink és igy
log2:1—1—|—1—1+
2 3 4

Mindez azért jogos, mert a hatvanysor = 1-ben konvergens (Leibniz), igy alkalmazhaté Abel folyto-
nossagi tétele, ezért az (1) azonossag folytonosan kiterjed az x = 1 pontra is. Megjegyeztem, hogy a
fenti két sorral méar az egyvaltozos analizis méasodik félévében is talalkoztunk, és legalabb kétféleképpen
kihoztuk mindkettst (a félév elején és a félév végén).

Ezutan az arctg z fliggvény 0 korili hatvanysor elGallitasat irtuk fel, annak felhasznaldsaval, hogy
arctg’z = 1/(1 4+ 22), ami —2? hanyadosti mértani sorba fejthet |z| < 1 esetén. Ebbél integralassal
(és x = 0 helyettesités utan) kaptuk, hogy |z| < 1 esetén

x> 2P

arct =r——+—=——....
rctgxr =x 3 5

Ebben x — 1 — 0 mellett elvégezhetd a hataratmenet, mert a bal oldal folytonos fiiggvény, a jobb oldal
pedig konvergens az x = 1 pontban (hiszen itt Leibniz-tipusi), igy az Abel-féle folytonossagi tétel
alkalmazhato6 a jobb oldalra. Mindezek alapjan a tetszet&s

T _q 1 n 1 1 n
4 3 5 7 7
elgallitast nyerjiik (amely egyébként nagyon lassan konvergél, a m-t nem érdemes ezzel kozelitSleg

széamolni).

Végiil a hatvanysorok utols6 alkalmazéasaként egy kombinatorikai jellegi feladatot oldottunk meg,
mégpedig explicit képletet adtunk a Fibonacci-sorozatra. A sorozat rekurziv értelmezése: ug = 0, up = 1
ésn > 1 esetén upy1 = up + up—1. Tekintettiik az tgynevezett generatorfiiggvényt:

f(x) = Z upx".
n=0
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Az (indukcioval rogton adodo) |u,| < 2™ becslés segitségével meggondolhatd, hogy a sor |z| < 1/2
esetén konvergens (valojaban bsvebb halmazon is), igy alkalmazhaté majd az egyértelmtségi tétel. A
rekurzi6 felhasznéalasaval kaptuk, hogy

_ —x
24 r—1

f(x)
Ezt a fliggvényt két mértani sor osszegeként irtuk, majd hatvanysorba fejtettiik, és az egyértelmiiségi

tételbsl kaptuk, hogy
1 < 1 1 )
Up = ———,
"Ta-@\dq @

ahol ¢ a pozitiv, ¢» a negativ gyoke az x? + = — 1 polinomnak. Az explicit formuldban felbukkan az
aranymetszés aranyszama, ez szemet gyonyorkodtets.

Mindezek utan ténylegesen belekezdtiink a tobbvaltozos analizisbe. Els6 témakoriink az RP euklide-
szi tér. Motivacioként a szamegyenest hoztam fel, az ottani abszolut érték fogalmaval. Ennek mintajara
RP a rendezett valos szam p-esek halmaza. Ertelmeztiik az 6sszeadas és valos szammal valo szorzast,
az abszolut értéket, a skalarszorzatot. Az abszolut értéknek két egyszeri tulajdonsaga: |cz| = |c| - |x]
barmely ¢ valos szamra, tovabba |z| < |z1| + - - - + |z,| (ez négyzetre emeléssel igazolhatd, mindkettst
hazinak adtam).




5. el6adas (oktober 6.)

Az elGadas elején folytattuk az RP tér tanulmanyozéisat két fontos egyenlStlenség targyalasaval. Az
egyik a Cauchy—Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlStlenség: |(x,y)| < |z|- |y|. A bizonyitas egy masodfoku
polinom diszkriminansénak vizsgalatabol adodott. Megjegyeztem, hogy ha tudjuk azt, hogy (x,y) =
|| - |y| - cos p, ahol ¢ az z és y vektorok kozbezart szoge, akkor az egyenl6tlenség szinte nyilvanvalo. A
CBS-egyenl6tlenség egyszert kovetkezménye az y = (1,...,1) szereposztéassal a szamtani és négyzetes
kozepek kozotti egyenlétlenség (amelyet a bevezetd analizis masodik félévének végén az 22 fiiggvény
konvexitasara tamaszkodva mar igazoltunk):

Tt tap ai+ ..l
p — p '

Hatra volt még az abszolit értékre vonatkozo haromszog-egyenlétlenség: |z +y| < |z| + |y|. Ezt
négyzetre emeléssel és a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlétlenségre vald visszavezetéssel igazol-
tuk. Egy rajzon illusztraltam, hogy mi koze az egyenlGtlenségnek a geometriabdl ismert haromszog-
egyenlStlenséghez (egy haromszogben barmely két oldal hosszanak Osszege legalabb akkora, mint a
harmadik oldal hossza). A tavolsag témakorét lezarando, meséltem picit az altalanositési lehetségek-
rél, tobbek kozott a Manhattan-tavolsagrol és metrikakrol. Ezekkel nem foglalkozunk (bar szakkori
téma lehetne kézépiskolaban).

Ezt kovetGen az RP-beli hatarérték témakorére tértiink at. MindenekelStt a kiilonféle gémbdoket
értelmeztiik RP-ben. Szerepelt B(a, ) (a kézéppontd r sugara nyilt gomb), B(a,r) (zart gsmb), B(a,r)
(kipontozott gomb) és 0B(a,r) (gombfeliilet).

Felelevenitettem a valés szamsorozatok konvergenciajanak fogalmét, majd megbeszéltiik, hogy mi-
ként altalanosithatjuk p dimenziéra. Formélisan ugyanaz, mint egy valtozoban: az (a,) pontsorozat
hatarértéke A € RP (jel: a,, — A vagy lim,, o a, = A), ha

Ve >03INVn > N :|a, — Al <e.

Itt N a kiiszobszam, amely nem kell, hogy egész legyen. Az |a,, — A| < e Osszefiiggés ugy is irhato,
hogy a, € B(A,¢). Ha van hatarérték, akkor a pontsorozat konvergens, kiilonben divergens. Vigyazat,
végtelen hatarérték pontsorozatok esetében nincs (nem is lenne értelme)!

Egy megjegyzésben utaltam arra, hogy a konvergencia ekvivalens definicioja (az egydimenzios eset
mintajara) az, hogy barmely ¢ > 0 esetén az (a,) pontsorozatnak csak véges sok tagja van a B(A,¢)
gbébmbon kivil.

Ezutan a korlatossag és konvergencia kapcsolatarol beszéltiink. Egy (a,,) pontsorozatot korlatosnak
neveztem, ha van olyan K valos szam, hogy minden n-re |a,| < K, més szoval belefoglalhato egy
(0,...,0) kézéppontu gombbe, pontosabban létezik B(0, K) gomb, amely tartalmazza a sorozat 0sszes
tagjat. Kimondtam, hogy konvergens sorozat korlatos, de ez visszafele nem igaz. A visszafele iranyra
p = 2 esetben az a,, = ((—1)",0) sorozatot adtuk.

Tételként kimondtam és be is lattam, hogy a, — A pontosan akkor, ha koordindtanként teljesiil
a konvergencia, azaz a,; — A; minden j = 1,...,p esetén, ahol (a, ;) az j-edik koordinatasorozatot
jeloli.

Kimondtam allitdsként a hatarérték és miiveletek kapcsolatat: ha a, — A és b, — B, akkor
an + b, = A+ B, ca, — cA (ahol ¢ tetszSleges valos szam) és (an, b,) — (A, B). Az Osszeg esetét
igazoltam, a tobbit gyakorlatra hagytam, egyébként a koordinatasorozatokra kell visszavezetni.

Ezzel befejeztiik ezt a témat, és egy masikat kezdtiink, a ponthalmazelméletet. Célunk, hogy az RP
pontjait osztalyozzuk valamely halmazra vonatkoz6 tulajdonsigaik alapjan. Egy kis rajzolgatas utan
egybdl megfogalmaztam néhany definiciot.

Egy H C RP halmaz belsd, kiilsé és hatarpontjainak fogalma: x bels§ pont, ha van olyan gémb
koriilotte, amely része H-nak (formalisan 3r > 0 : B(z,r) C H); x kiils6 pont, ha koriilotte egy
egész gomb része H komplementerének (formalisan Ir > 0 : B(z,r) C (RP \ H)); x hatarpont, ha
az x korili barmely gombben van H-beli és nem H-beli (forméalisan Vr > 0 : B(x,r) N H # 0 és
B(z,7) N (RP\ H) # (). A belss, kiils6 és hatarpontok halmaza rendre a H belseje, kiilseje és hatara
(int H,ext H,0H).



6. el6adas (oktdber 13.)

Az 6ra elején emlékeztettem arra, mi volt egy héttel ezel6tt: belsd, kiilsg és hatarpont fogalma,
valamint halmaz belseje, kiilseje és hatara.

Rogton megjegyeztiik, hogy belsé pont mindenképpen eleme H-nak, kiils6 pedig nem eleme, vala-
mint hatarpont lehet eleme az adott halmaznak, de nem eleme is (ezt nemsokara lattuk egy példan).
Példaképpen el6szor egy dimenzidban az [a, b) intervallum pontjait néztiikk meg (ennek az egyik hatar-
pontja eleme a halmaznak, a méasik nem), majd a racionalis szamok halmazat, valamint az {ireshalmazt
és az RP teret. Altalanos érvényt allitasként megfogalmaztuk a belsd, kiils6 és hatarpontok halmaza
diszjunkt, és az unidjuk kiadja az egész RP teret (a bizonyitas a definiciobol adodik).

Ezutan a torloédasi pont és az izolalt pont fogalmat vezettiik be. A H halmaz torlodasi pontjanak
tetsz6leges kornyezetében végtelen sok elem van az adott halmazbél (formalisan Vr > 0 : B(z,7) N H
végtelen sok elemt). A torlodasi pontok halmazat szokas H'-vel jelolni. Példaképpen megnéztiik egy
dimenzioban a racionalis szamok halmazat, amelyre Q' = R, tovabba a H = [0,1) U {2} halmazt,
amelyre H' = [0, 1]. Ez a példa motivalta az izolalt pont fogalméat. Izolalt pontnak van olyan kornyezete,
amelyben az az egyetlen halmazbeli pont (forméalisan 3r > 0 : B(x,r) N H = {z}). Az izolalt pont
a definiciobol adédoan eleme a halmaznak, torlodasi pont lehet eleme vagy nem eleme is (példaul a
racionalis szamok esetében minden valos szam torlodési pont).

Megfogalmaztam (bizonyitas nélkiil) a torlodéasi pont két ekvivalens karakterizaciojat: barmely
kornyezetében legalabb két H-beli elem van; talalhato olyan (x,,) sorozat, amely H \ {z}-ben halad és
a hatéarértéke az adott pont.

Ratértiink a nyilt és zart halmazok témakorére. Nyiltnak neveztem egy halmazt, ha minden pontja
belsé pont, mas szoval megegyezik a belsejével. Zart egy halmaz, ha a komplementere (RP-re nézve)
nyilt. R6gton megjegyeztem, hogy ,,A halmaz nem ajt6.” Egy halmaz lehet se nem nyilt, se nem zart,
példaul a szamegyenesen az [a,b) intervallum ilyen. S6t, egy halmaz lehet egyszerre nyilt és zart is,
példaul () és RP ilyenek (van-e mas?).

Egy fontos tulajdonsidga a nyilt halmazoknak, hogy véges sok metszete nyilt, tetszGlegesen sok
(véges vagy végtelen) unidja nyilt. Ezt be is bizonyitottuk. Majd kovetkezményként megfogalmaztuk
a parjat zart halmazokra: véges sok zart unidja zart, tetszGlegesen sok zart metszete zart. Ennek
hasznalja (hazinak adtam a végiggondolast).

A témaét a zart halmazok ekvivalens jellemzésével zartam: H C RP pontosan akkor zart, ha barmely,
H-ban haladé konvergens sorozatnak a hatéarértéke is H-ban van (tehat ,nem lehet kikonvergalni” a
halmazbol).

Ezzel be is fejeztiik a ponthalmazelméletet. Ezutan ratértiink a tobbvaltozos fliggvényekre. Ezentil
olyan f fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyekre D(f) C RP (ahol p > 2 egész szam), és R(f) C R
(tehat f valos értékid). Felirtunk néhany példat ilyen fiiggvényekre. Megbeszéltiik, hogy egy ilyen tipusi
fiiggvény grafikonja egy RPT1-beli halmaz graph f := {(z1,...,2p, f(z1,...,2p)) : (z1,...7) € D(f)}.
Ha p = 2, akkor ez egy feliilet a haromdimenzids térben. A kévetkezs éran a grafikonok szemléltetésének
lehet&ségeivel folytatjuk.



