Bevezetd analizis 2. el6adas

Osztatlan matematikatanar szak 2. félév, 2019. tavasz
13. el6adas (majus 13.)

A mai el6adéas téméaja a konvex (és konkav) fliggvények voltak (de mindent csak a konvex esetben
mondtunk ki). A grafikus motivacié utan konvexnek neveztiink egy fiiggvényt egy I C R intervallumon,
ha az intervallum béarmely a, b, z pontjai esetén esetén igaz, hogy ha a < x < b, akkor f(z) < hqp(x) =

W(l‘ —a) + f(a) (itt megjegyeztem, hogy hgp(r) = W(CE —b) + f(b) is helyes képlet,
annak ellenére, hogy réanézésre nem ugyanaz). (Szemléletesen ,a grafikon a hur alatt fekszik az (a,b)
intervallumon”.) Egy fiiggvényt konkédvnak hivunk, ha (—f) konvex, vagyis az el6z8 definicibban az
f(x) > hqp(x) modositast kell végrehajtani. Szigortian konvex, illetve szigortan konkav egy fiiggvény,
ha az iménti egyenlStlenségekben szigora egyenlGtlenség érvényes. Felhivtam a figyelmet, hogy nem
csupén a grafikon két végpontjat 6sszekotd hirt kell tekinteni, hanem az 6sszeset! Ennek kapcsan még
egy ellenpéldat is felrajzoltam, egy konvex fliggvényt ,elrontottunk egy huplival”.

Ezutan példaképpen definicio szerint ellendriztiik (ami szemléletesen vilagos), hogy az 1/z fiiggvény
konvex RT-on. Hazinak adtam fel, hogy nézziik meg R™- on a konkavitast, valamint lassuk be, hogy
az x? fiiggvény konvex R-en.

Egy kis grafikus motivacié utan kimondtuk a Jensen-egyenlGtlenséget. Az f pontosan akkor konvex
az I intervallumon, ha barmely a,b € I és 0 <t < 1 esetén

flta+ (1 =1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b).

A ta + (1 — t)b kifejezést az a,b pontok konvex kombinacidjaként szokas emlegetni. A Jensen-egyen-
16tlenség bizonyitasa a konvexitas definiciojan mulik, egyszertien az x = ta + (1 — t)b pontra kell
alkalmazni (ennek kapcsan belattuk, hogy x éppen az (1 —t) : t ardnyt osztopontja az [a,b] inter-
vallummnak). Mindezek utan kimondtam az altalanos Jensen-egyenl&tlenséget: ha aq,...a, € I és
0<ti,...,tn <1,t1+---+t, =1 (ezeket szokas silyoknak hivni), akkor

f(tlal + -+ tnan) S tlf(al) + -+ tnf(an)7

és ez visszafele is igaz. A bizonyitas indukcidval torténhet, de ezt kihagytuk.

A Jensen-egyenl6tlenségnek az 1/z fliggvényre valo alkalmazasaként megkaptuk a szamtani és har-
monikus kézepek kozotti egyenl6tlenséget, valamint az 22 fiiggvényre valo alkalmazasaként a szamtani
és négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenséget. Itt egy kicsit beszéltem altalaban a hatvanykozepek
csaladjarol is.

Az ora maradék részében a konvexitas egy ekvivalens atfogalmazasat tér%yaltuk. Az f pontosan
akkor konvex az I intervallumon, ha minden a € I esetén az = +— W meredekségfliggvény
monoton n6vs az I\ {a} halmazon. A bizonyitast kihagytuk, de a tételt rajzon szemléltettiik.Ezutén
alkalmazasképpen igazoltuk, hogy az z™ fiiggvény konvex RT-on minden n pozitiv egész esetén.



