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Az el6adés elején felidéztem a mult 6rardl a fiiggvényhatarértékre vonatkozo atviteli elvet. Ezutan
ennek alkalmazasképpen a fiiggvényhatarérték és algebrai miiveletek kapcsolatarol szolo tételt mond-
tam ki, és az Osszegre vonatkozo részét igazoltuk is. A tétel arrdl szolt, hogy fliggvények Osszegének,
szorzatdnak és hanyadosanak mi a hatarértéke, ha kiilon-kiilon léteznek a limeszek és végesek (az,
amit varunk: a hatarértékek Osszege, szorzata, hédnyadosa, feltéve, hogy az utobbi esetben a nevezé
nem nulla). Az atviteli elv segitségével mindez a sorozathatarérték és algebrai miiveletek kapcsolatéara
vezethet§ vissza, amelyet viszont mar tanultunk kordbban.

Mindezek utén a folytonossagra tértiink at. EmlékeztetSil megfogalmaztam az egyvéltozos folyto-
nossag definiciojat, és rogton jeleztem, hogy mostantol nem koveteljiik meg a fliggvénynek az adott
pont egész kornyezetében valo értelmezhetségét (korabban csak ebben az esetben beszéltiink a pont-
beli folytonossagrol). Ezentul egy f: H — R fiiggvény esetén barmilyen a € H pontban értelmezhetjiik
a folytonossag fogalmat, mégpedig f folytonos a-ban, ha

Ve > 03§ > 0Vz (x € B(a,0) NH = |f(z) — f(a)| < &).

Rogton megemlitettem, hogy ez majdnem karakterrsl karakterre ugyanaz, mint egy valtozoban, csupan
annyi valtozas van, hogy mivel a fliggvény nem feltétleniil van egy egész kornyezetben értelmezve, ezért
kell a B(a,d) gombot elmetszeni az értelmezési tartomannyal. Egy masik megjegyzésem az volt, hogy
az |f(z) — f(a)| < e egyenlStlenség is felirhato gombbel: f(z) € B(f(a),e), ahol itt egydimenzios
gémbrél van szo.

Ezutan két észrevételt tettiink. Ha a torlodéasi pontja H-nak, akkor a definici6 alapjan vilagos, hogy
f pontosan akkor folytonos a-ban, ha ott a hatarértéke f(a). Masrészt azt a meglepd tényt is belattuk,
hogy izolalt pontban minden fiiggvény folytonos, specidlisan példaul az egész szamokon értelmezett
fliggvények mindeniitt folytonosak.

Példaként belattuk, hogy az f(x1,...,2,) = z; koordinata-fiiggvények folytonosak mindeniitt RP-
ben. Egy tovabbi példa volt az f(z,y) = affyyg fiiggvény az origoba 0-ként kiterjesztve (megbeszéltiik,
hogy ezt az értéket hogyan lehet megtippelni). Ez utobbi esetben egy pofon egyszert becslésen mult
az origobeli folytonosség.

Kovetkezett a folytonossagra vonatkozo atviteli elv, bizonyitas nélkiil (de megjegyeztem, hogy va-
lojaban a fiiggvényhatarértékre vonatkozo atviteli elvbgl és a két észrevételbsl mar kovetkezik): ha

f: H—Résaec H, akkor f pontosan akkor folytonos a-ban, ha
V(zn) ((xn) C H és &y, > a = f(zn) — f(a)).

Alkalmazéasként a folytonossag és algebrai miveletek kapcsolatarol szolo tételt mondtam ki, a bi-
zonyitds meggondolésat hazinak adtam. Ezutan a folytonossag és kompozicié kapcsolatéra vonatkozo
tételt is felirtam, bizonyités nélkiil, de ez is egyszertien meggondolhato.

Koévetkezménye mindezeknek, hogy a p valtozos polinomok mindeniitt folytonosak RP-ben, tovabba
a raciondlis tortfiiggvények az egész értelmezési tartomanyukon (ahol a nevezé nem 0) folytonosak.

Ratértiink a szélsGérték-feladatokra. Fé tételiink a Weierstrass-tétel, amely azt mondja, hogy nem-
iires, korlatos, zart halmazon folytonos fiiggvénynek van maximuma és minimuma. A bizonyitast két
lépésben végeztiik el: elGszor indirekt moédon belattuk, hogy a fiiggvény sziikségképpen feliilrél korla-
tos, és aztan ebbdl kihoztuk, hogy a legkisebb fels§ korlat valojaban fel is vétetik (a minimum esete
hasonlo). A bizonyitasban hasznaltuk a korlatos, zart halmazokra vonatkozo korabbi tételiinket, az
atviteli elvet, és a renddrelvet is.

Alkalmazéasképpen azt a feladatot néztiikk meg, hogy adott korbe irhaté haromszogek koziil me-
lyiknek a teriilete a legnagyobb. Egy hianyos bizonyitast mondtam el: ha a haromszog nem szabalyos,
akkor konnyen gyarthatunk nagyobb teriiletiit az egyik cstcs (méghozza, ahova két nem azonos hosszu-
sagn oldal fut be) elmozditasaval. Ez az érvelés azért nem teljes, mert be kell latni, hogy valéban van
maximaélis teriiletti haromszog (egy hasonlo hibas okoskodas, hogy az 1 a legnagyobb pozitiv egész,



mert barmely z > 1 szdmnal van nagyobb, példaul 22 > z). Erre mar nem jutott id, a kovetkezs éran
folytatjuk.



