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Osztatlan matematikatanar szak 8. félév, 2017. sz
4. el6adas (oktober 2.)

Az el6adas elején még a hatvanysorok témakorét folytattuk, és be is fejeztiik.

Els6ként az arctg x fliggvény 0 koriili hatvanysor elGallitédsat irtuk fel, annak felhasznélaséval, hogy
arctg’z = 1/(1 + 2?), ami mértani sorba fejthet§ |z| < 1 esetén. Ebbdl integraldssal (és x = 0
helyettesités utan) kaptuk, hogy |z| < 1 esetén
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arct =r——+——....
retgr = o 3 + 5
Ebben x — 1 — 0 mellett elvégezhetd a hataratmenet, mert a bal oldal folytonos fiiggvény, a jobb oldal
pedig konvergens az x = 1 pontban (hiszen itt Leibniz-tipust), igy az Abel-féle folytonossagi tétel

alkalmazhato a jobb oldalra. Mindezek alapjan a tetszetss

elgallitast nyerjiik (amely egyébként nagyon lassan konvergél, a m-t nem érdemes ezzel kozelitSleg
szamolni).

A hatvanysorok utolsé alkalmazasaként egy kombinatorikai jellegii feladatot oldottunk meg, még-
pedig explicit képletet adtunk a Fibonacci-sorozatra. A sorozat rekurziv értelmezése: ug = 0, u; = 1
ésn > 1 esetén unt1 = up + up—1. Tekintettiik az tgynevezett generatorfiiggvényt:

f(z) = Z upx".
n=0

Az (indukcidval rogton adodo) |u,| < 2™ becslés segitségével meggondolhatd, hogy a sor |z| < 1/2
esetén konvergens (valojaban bévebb halmazon is), igy alkalmazhaté majd az egyértelmiségi tétel. A
rekurzi6 felhasznalasaval kaptuk, hogy
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Ezt a fliggvényt két mértani sor osszegeként irtuk, majd hatvanysorba fejtettiik, és az egyértelmiiségi

tételbsl kaptuk, hogy
1 < 1 1 )
Up = — ——,
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ahol ¢ a pozitiv, ¢o a negativ gyoke az x? + = — 1 polinomnak. Az explicit formuldban felbukkan az
aranymetszés aranyszama, ez nagyon szép.

Ezutan ténylegesen belekezdtiink a tobbvaltozés analizisbe. Els6 témakoriink az RP euklideszi tér.
Motivacioként a szamegyenest és a sikot hoztam fel, az ottani abszolutérték fogalméval. Ennek mintaja-
ra R? a valos szam p-esek halmaza. Ertelmeztiik az 6sszeadés és valos szammal valo szorzést, az abszo-
lutértéket, a tavolsagot, a skalarszorzatot. Az abszolutértéknek két egyszerd tulajdonsaga: |cx| = |¢|-|x|
barmely c valos szamra, tovabbé |x| < |z1]|+-- -4 |xp| (ez négyzetre emeléssel igazolhato). Egy kevésbé
nyilvanvalo tulajdonsaga az abszolutértéknek a haromszog-egyenl6tlenség: |z + y| < |z| + |y|. Ennek
bizonyitasahoz el6szor a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlStlenséget igazoltuk: |(x, y)| < |z| - |y|.
A bizonyitds négyzetre emeléssel és némi szumma varazslattal adodott. Megjegyeztem, hogy ha tudjuk
azt, hogy (z,y) = |z| - |y| - cosyp, ahol ¢ az = és y vektorok kozbezart szoge, akkor az egyenl6t-
lenség szinte nyilvanvalo. A CBS egyenlStlenséghdl (méar sokadjara) négyzetre emeléssel kipottyant a
héromszog-egyenlétlenség.

Ezutan a kiilonféle gomboket értelmeztiik RP-ben. Szerepelt B(a,r) (a kdézéppontt r sugara nyilt
gémb), B(a,r) (zart gomb), B(a,r) (kipontozott gomb) és dB(a,r) (gémbfeliilet). Példakeént felrajzol-
tuk a p = 1 esetet, hazinak adtam a p = 2 eset rajzait.




Az 6ra utolso részében a konvergenciat definidltuk RP-ben. Formaélisan ugyanaz, mint egy valtozo-
ban: a, — a, ha
Ve >03INVn > N : |a, —al| <e.

Itt N a kiiszobszam, amely nem kell, hogy egész legyen.

Végiil tételként kimondtam és be is lattam, hogy a, — a pontosan akkor, ha koordinatanként
teljesiil a konvergencia, azaz ag) — a minden i = 1,...,p esetén, ahol a fels6 index az i-edik
koordinatat jeloli.



