Tobbvaltozos analizis 1. vizsgatematika

Osztatlan matematikatanéar szak, 2017. Gsz

Tudnivaldk a vizsgarol. A vizsgdkra a Neptunban kell jelentkezni, enélkiil nem lehet vizsgézni. A
vizsga el6tti napon emailben kiildok vizsgabeosztast. A vizsgara kényelmes ruhéban érdemes jonni,
nem kell ki6ltozni. Konzultacidra altaldban hétkoznap délutanonként 15 6ratol a Déli tomb 3.619-es
szobajaban van lehetGség, ha elézetes jelentkezést kapok (akar emailben, akar személyesen). Barmilyen
probléma vagy kérdés esetén tessék nyugodtan emailt irni.

A vizsgan ezen a tematikan kiviil semmilyen segédeszkéz nem hasznalhatd, iires lap viszont le-
gven mindenkinél. A vizsga megkezdésekor mindenki egy feladatot és mellé parositva két tételt hiz
(amelyek a tételsor harom kiilonboz6 részét fedik le), majd 1 ora felkésziilési id6t kap. Az elégséges
jegy feltétele a feladat megoldasa (esetleg aprobb segitséggel), a definiciok és tételek pontos
kimondasa és értése (ezt egyszeri kérdésekkel konkrét példakon konnyt ellendrizni), a bizonyita-
sok alapgondolatanak és f6bb lépéseinek ismerete, tovibba a htzottaktdl eltérd tételekbsl
szuroprobaszertien feltett kérdésekre vald helyes valaszadas (e kérdések is definiciok, tételek,
ellenpéldak ismeretét és értését ellendrzik).

Vizsgakérdések.
1. Lokalisan integralhaté fiiggvény fogalma. Improprius integralok konvergencidjénak értelmezése az

[a,b), (a,b] és (a,b) intervallumokon. Példak: az fol 1/a*dz, [[°1/z*dx és [ 1/(1 + 2?)dx in-
tegralok. Improprius integral és miveletek (Osszeg, szorzat).

2. Improprius integralok abszolut konvergenciaja, kapcsolat a konvergenciaval. Majorizacioés és mino-
-, e, , . . . . 2
rizécios elv. Példak: [ sinz/a?dz, [[Csinz/zdz, [[°|sinz/z| dz, [ e da.

3. Integrélkritérium. Alkalmazas: hiperharmonikus sorok.

4. Taylor-sorok értelmezése, példak (sin, cos, exp). Hatvanysorok értelmezése, konvergenciahalmaz,
Osszegfliiggvény. Példa: mértani sor konvergenciahalmaza és Osszegfiiggvénye. Gyokkritérium, hé-
nyadoskritérium, Leibniz-tipusa sor. Alkalmazés: Y 2 | 2™ /n konvergenciahalmaza.

5. A konvergenciahalmaz belseje szimmetrikus a kdzéppontra. Konvergenciasugar, Cauchy—-Hadamard-
tétel. Hatvanysor Osszegfliggvényének folytonossaga, differencidlhatésaga. Taylor-sor és hatvanysor
kapcsolata. Hatvanysor egyértelmiiség.

6. Alog(1+x) és arctg x fiiggvények sorfejtései. Behelyettesitések: log 2 és /4 eléallitasai. A Fibonacci-
sorozat tagjainak explicit elGallitasa a generatorfiiggvény segitségével.

7. Az RP vektortér (elemei és miveletek). Abszolutérték és két egyszerid tulajdonsaga, tavolsag. Ska-
larszorzat, Cauchy—Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlStlenség. Haromszog-egyenlStlenség.

8. Gombok RP-ben (felirds abszolutértékkel és anélkiil). Pontsorozatok konvergenciaja. Koordinata-
sorozatok konvergenciaja.

9. Hatarérték és miiveletek. Bolzano—Weierstrass-tétel. Cauchy-kritérium.

10. Halmaz bels6, kiils§ és hatarpontjai. Halmaz belseje, kiilseje, hatara. Példak: intervallumok, @Q,
B(a,r). Torlodasi pont, izolalt pont. Példak: Q, Z. A torlodasi pontok ekvivalens jellemzése.

11. Nyilt és zart halmazok. Példék: intervallumok, gémbdk. Nyilt, zart halmazok metszete, uniéja.
12. Zart halmazok jellemzése. Korlatos és zart halmazok jellemzése.

13. Valos értéki tobbvaltozos fiiggvények, grafikon, szintvonal. Példak: /z2 + y2; 22. Kornyezetek és
pontozott kornyezetek RP-ben.

14. A p valtozos fiiggvényhatarérték egységes definicidja és ezek felirasa a konkrét esetekben. Példa:
x/y hatarértéke (2, 3)-ban.
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Fiiggvényhatarértékre vonatkozo atviteli elv. Alkalmazas: x/y hatarértéke (2,3)-ban és (0,0)-ban.
Fiiggvényhatarérték és algebrai miiveletek.

Folytonossag p valtozos esetben. Példak: koordinatafiiggvények; 22y /(22 +y?) folytonos kiterjesztése.
Folytonossagra vonatkozé atviteli elv. Folytonossag és algebrai miiveletek, kompozicié. Polinomok,
racionalis tortfliggvények folytonossaga.

Weierstrass-tétel. Alkalmazas: adott korbe irhaté maximaélis teriiletii haromszog.

Az xy(1 — 22 — y?) kifejezés szélsGértékei a zart egységkorlapon. Kétvaltozos fiiggvény szekciofiigg-
vényei és parcialis derivaltjai. Példak: a tengelyeken f = 0, masutt f = 1; zy/(2? + y?).

Az egyvaltozos differencidlhatosag ekvivalens megfogalmazasai. Kétvaltozos fliggvény totélis dif-
ferencidlhatosaga. Gradiens. A totalis differencidlhatosag kapcsolata a parciélis derivaltakkal és a
folytonossaggal. Példa: a tengelyeken f = 0, masutt f = 1; zy /(22 + 3?); xy//22 + 2.

Kétvaltozos fliggvény differencidlhatosaganak egy elégséges feltétele. Példa a feltétel nem sziikséges-
ségre. Polinomok, racionalis tortfiiggvények differencidlhatosaga.

Differencialhatosig és algebrai miiveletek, kompozicié. Grafikon, érintésik, normélvektor.

Iranymenti derivalt értelmezése. Differencialhato fiiggvény iranymenti derivaltjanak létezése és alak-
ja. Ellenpélda a forditott iranyra.

Mésodrendi parcialis derivaltak. Peano ellenpéldaja. Kétszeres differencialhatosag, Young-tétel.

Taylor-polinom értelmezése egy valtozoban. A Taylor-polinom derivaltjai. A maradéktagra vonat-
koz6 hatarérték és alkalmazasa lokalis szélsGérték elégséges feltételére.

A legfeljebb masodrendii Taylor-polinomok két valtozéban. Tulajdonsigok: derivalt és maradéktag.
Peélda: cos(z + y) a (0,0) koriil. Elsé és mésodik differencial. Kvadratikus alak, definitség.

Lokalis szélsGérték fogalma. Sziikséges feltétel, elégséges feltétel lokélis szélsGérték 1étezéséhez. Példa:
23 + y> — 9xy lokalis szélsGértékei.
Feltételes szélsGérték fogalma. A Lagrange-multiplikator elv. Példa: 2z 4+ 3y maximuma az egység-

korvonalon.

Parcialis derivaltak és totalis differencialhatésag a p valtozos esetben. A differencialhatosag fogal-
ma RP — R? tipust fiiggvények esetén. Kapcsolat a koordinatafiiggvények differencialhatéségaval.
Jacobi-matrix. Példa: f(z,y) = (x + y,y?, zy).



