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\ - E kérdésre bizon
ami a bizonyitand6 egyenldtlenséget jelenti. EgyenlGség csak akkor allhat, ha helyes valaszt. Képs
ai ~egy harmadikban §
3 1, jogunk van az egyes
i H ] ..
b6l mennyit vesziin
tehat, ha minden elem alé vele egyenlS nagységi keriil. (6 bankjegyet) abb
I1. megoldds: @) Teljes indukci6val bizonyitjuk az 4llitdst. n = 1 tag esetén a ‘utdna kovetkezo le
allitas nyilvanval6, (Az egyenlBség jele érvényes.) - @ legkevésbé eldnyi
b) Tegyiik fel, hogy az 4llitds n = k tag esetére igaz, és vizsgdljunk egy k+ 1 tagi 4z utdna kovetkezi
kifejezést. Ha valamilyen i-re b, = a,, akkor az i-edikt8l kiilonbdz8 tagokra kiilon i ‘3' %, 3, 6 szAmOkR
igaz, hogy a nevezGben sorrendtél eltekintve ugyanazok a szdmok szerepelnek, mint - 10-64-20.5+450
a szamlaléban., E tagok szdma k, tehat dsszegiik az indukcids feltevés szerint legaldbb x Altalaban is fgy
k, és az 1 értékil i-edik tagot hozzavéve, a k+1 tagh Osszeg értéke legaldbb k+1. ‘vannak rendezve,n
¢) Ha az 6sszeg minden tagja 1-t6] kiilonbozs érték, akkor legyen a, az a-k kozil a-k legnagyobbikd
a legnagyobb, vagy a legnagyobbak egyike, és legyen b; = a,. Cseréljiik fel bt & “a két szamsorozat
bst, és hasonlitsuk Ossze a keletkezd S” Osszeget az eredeti S Osszeggel. Feltevéseink Ha az osszes a-|

szerint b, < a, és a, < b, = a,, tehét S érték tartozik. H
- akkor legyen az a
O S SO L G
. R oy S
1 f&sszeget ac,és¢
(b —ay) (”5; - |
‘Mivel

viszont S'-ben az /-edik tag szdmlaléja és nevezdje egyenlS, igy a b) pont szerint
értéke legalabb k+ 1, tehat

S=>8 =k+1. igy S’ nagyobb

Ezzel indukcids bizonyitdsunkat befejeztiik. p Adott a-kbdl

~ mindig van legni

o . ‘nek, mert minde
. i 0O A P bb
Jegyzet. Néhdny nevezetes egyenlotlenség kozos forrasdrdl.* A feladat dllitdsa és 1o Y verscovieti

nevezetes egyenlGtlenség is leolvashato lesz a kovetkezd probléma megoldasabol: _ crol fel iik
Legyenek
al, A2, ...y dp
és
by, by, ...5:Dy

pozitiv valds szamok, és jelentse ?kkor 5 b:kf
S Gsszegek min

€1, €2 +o+sCn
a masodik sorozat egy tetszés szerinti permutdcidjat. Melyik lesz az

S = a1e1+asca+ . . . + anCy b) A bebizo

‘beléle, hogy fei
osszegek kézil a legnagyobb, és melyik a legkisebb?

* Az alabbi észrevételek Sztics ADOLF-161** szirmaznak. Az aldbbiakban az 6 — a Matematikil
¢és Fizikai Lapok 1935. évi 42. kitetében (127 133. oldal) — hasonld cimen megjelent cikkét vettik

alapul,
** Sz{lcs ApoLF (1884 — 1945) mfiiegyetemi magéantanar. A fasizmus dldozataként halt meg’

* Az a-k kidz
‘sorrendet termé
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akkor 4llhat, ha

t. n =1 tag esetén az

sedljunk egy k+ 1 tagi
nboz6 tagokra killon is
imok szerepelnek, mint
feltevés szerint legaldbb
g értéke legalibb k+ 1.
r legyen a, az a-k kozill
a, Cseréljiik fel byt €s
' Gsszeggel, Feltevéseink

j, igy a b) pont szerint

A feladat allitisa és tobb

megolddsabol:

12

jakbanaz 6 — a Matematikai
simen megjelent cikkét vettiik

smus dldozataként halt meg.
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E kérdésre bizonyos konkrét esetekben — bizonyira — mindenki azonnal megadja a
helyes valaszt. Képzeljitk példiul, hogy egy fiokban 10 forintos, egy mésikban 20 forintos,
egy harmadikban 50 forintos, egy negyedikben 100 forintos bankjégyek vannak, és hogy
jogunk van az egyes fiokokbél 3, 4, 5, 6 bankjegyet kivenni, de rdnk van bizva, hogy melyik-
b6l mennyit vesziink. Bizonydra mindenki legelénydsebbnek fogja taldlni, hogy a legtobbet
(6 bankjegyet) abbol a fickbol vegye ki, amelyben a legnagyobb bankjegyek vannak, az
utdna kévetkezd legtdbbet (5 bankjegyet) az 50-esek fidkjabol és igy tovabb; viszont, hogy
a legkevéshé elényods az lesz rd nézve, hogy a legtobb bankjegyet a 10-esek fidkjabol veszi,
az utdna kovetkezd legtobbet a 20-asok fiokjabol, és igy tovibb. Azaz, ha ¢, ¢y, ¢35, ¢y @
3,4, 5, 6 szamok egy tetszés szerinti permutdciojat jelentik, akkor

10-6 4205 + 50-4 + 100-3 = 10c; -+ 20¢5 -+ 50cs + 100¢; = 10-3 4 20-4 4 50-54-100-6.

Altalaban is igy van. Az S dsszegek koziil a legnagyobb az, amelyben a b szdmok ugyanugy
vannak rendezve, mint az a szémok (azaz a legnagyobb a szorzéja a legnagyobb b, a maradé
a-k legnagyobbikanak szorzdja a marado b-k legnagyobbja stb."), és a legkisebb az, amelyben
a két szamsorozat ellenkezéképpen van rendezve.

Ha az bsszes a-k egyenl6k, akkor természetesen a b-k barmely sorrendjéhez ugyanakkora
§ érték tartozik. Hasonlo a helyzet, ha az dsszes b-k egyenl6k. Ha van az a-k kozt kiilonb6zé,
akkor legyen az a-k sorozatinak két kiilénboz6 eleme a, = a,, és hasonlitsuk Gssze az

S g alcl"" . +arcr+ " +ascs+ e +arzcn

dsszeget a ¢, és ¢, feleserélésével keletkezd S'-vel:

S =aic1t ... +acs+ ... tac,+ ...+ aua.

Mivel
S —8 = a,¢5+ ae, — arer — ages = (ar — as)(cs— ¢,

igy 8’ nagyobb S-nél, ha c, kisebb, mint ¢, a forditott nagysdgviszonyndl S a nagyobb.
Adott a-kbol és b-kbdl csak véges szamu kiilonbozé S Osszeg képezhetd., Ezek kozott
mindig van legnagyobb és legkisebb, és ezek csak az 4llitdsunknak megfelels 6sszegek lehet-
nek, mert minden mas dsszeg csokkenthetd, illetéleg novelhetd két ¢ tényezd felcserélésével.
A versenyfeladat 4llitdsat akkor kapjuk specidlis esetként a bizonyitott tételbél, ha az
a-krol feltessziitk, hogy nagysdg szerint vannak rendezve, ¢s
1 1 1

by =—,bg=—, ...;bh=—.
a as an

Ekkor a b-k forditott sorrendben kdvetkeznek nagysdg szerint, mint az a-k, s igy az
§ dsszegek minimadlis értéke
a1b1+ﬂgb2 + ... +‘anbn = H.

b) A bebizonyitott tétel érdekességét kovetkezményei mutatjdk. Példaul levezethetjitk
beléle, hogy fetszés szerinti

o2 Xp

X1y X3y o

* Az a-k kozt is, a b-k kozt is lehetnek egyenlok. Az egyenlé clemek felcserélésével | keletkez6
sorrendet természetesen nem tekintjiik Gj sorrendnek.
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pozitiv szamok mértani kézepe kisebb, mint szamitani kézepiik, kivéve, ha e szamok valameny-
nyien egyenlék, amikor is a két kozép megegyezik.”

Legyen ugyanis

a mértani kozép, és vezessiik be az

X1 X1Xa
ay = rdg = = —
e

o
c*

sorozatokat. A felirds rendjében ez a két sorozat mdris ellenkez6képpen van rendezsw,
tehat

abr+ ...+ aubn
kisebb, mint példaul

arhy + ash1+ . . . + Gubn—1,

vagyis akkor, ha
X == Xy B B Xy A0

¢) Egy CseBisev-féle egyenlétlenséget is levezethetiink mint kozvetlen folyomdnyt, az a/
alatt bebizonyitott tételbél.
Legyen

ai, 4o, « . ., Oy,

blu b?.s ) bn

"% Vesd ossze az L. rész 142— 144. old. 1. jegyzetével.
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valameny-

| rendezve,

nényt, az a)
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a valos szimoknak két egyformdn rendezett sorozata. Ekkor alaptételiink szerint

atbi+ ... Fanby = abi 4 asho+ . . . 4 auby,
ahi+ ... 4 asby = artba+ashs+ ... +auh,
ayhy+ ... +anby = mbs+ asby+ . .. + aybs,

aiby + aby, 11by + ashy + + by _y,
& Osszeaddssal
nlabr+. ..+ apby) = (@4 ... +a) i+ ... +by),
Vagyis
; aibi 4 ... +axbn M+ eeitag b+ ... kb,
() - ;
n n n

Hasonloképpen nyerjilk, hogy ha az a és b sorozatok ellenkezdképpen vannak rendezve,
kkor

0 aby+ ... +aub, _a+...4+an b+ ...4b,

n n n

d) Példéul, ha a,, . .., a, pozitiv szimok, tovibbd «>0 és §>0, akkor az a} és o szamok
i=1,2, ..., n egyforman vannak rendezve, tehat

5 : . 1
G +att . et = @t @)+t .+,

Ha pedig «=0, f<0 (ay, ..., a, tovibbra is pozitiv szimok), akkor ellentétes rendezés all
#lo, tehat ilyenkor

1
EP LAt ... 4o P = @+aE+... +d)d+dB+ ...+ ad).
n
Legyen specidlisan o = f§ = 1, akkor
o o o . - a
a+t+a+t...+a, = — (@ +at...+a,),
misként irva:

) 0 = i
) Htapt...4+a, _ l’ O g s e Fily
n / n
me a szdmtani kozép kisebb, mint a négyzetes kozép.
dra = 1, f§ =—1 vdlasztdssal az

-3 ok 1 1)
n= (m+a+ ... +-a,,)(—- + 7 M T
n | 4y as an
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egyenlStlenséget kapjuk, ami a harmonikus és a szimtani kozép kozti egyenlﬁllens'
dtrendezett alakja. Megjegyezziik, hogy ez az egyenlGtlenség kovetkezik a b) alatt targyal
szdmtani és mértani kozép kozti egyenlotlenségbdl is. Eszerint ugyanis

i — _@tdat ... +ay
¥ s, . Gn =——— e

n

(11 WS £ }
e
dj da an n o\ a 2L e

A két egyenlStlenség megfelels oldalait dsszeszorozva, az egyenlStlenség egy dtrendez
alakjat kapjuk.

Haaza,, ..., a,és b, ..., b, pozitiv szamsorozatok ellenkezSképpen vannak rendezi
akkor a (2) és (3)-bol adodo

o
“4) arby+ asho+ . . . + anby = ?(01‘1"“:2‘4“ vortap)(brt+ba ...+ by)

és

(&) ahy+ashy+ . . . +ah, = V(@2 + a3+ . .. +a2bd)
egyenl6tlenségek jobbak, mint a CaAucHY-féle (ldsd a 93— 94. old. jegyzetét):

aby+ ashy+ ... +ah, = Y@@ +@E+... +a)BE+B+... +b).

Ugyanis

1 Sl
?(al‘i‘f?s‘f' cis T @b F by A D) =

G = E
I}fn(af+.:av§ o FaYBRLB FB) =

V@ +a+... +a)@+b5+ ... +5)

e LT
e Dy - D0 BEC T 1 ¢ 2 2 2.
Vi ) = | np @b DG B 8 =

= Y@+a+... +a)E+E+... +b).

Heogy a szoban forgo két egyenlétlenség koziil melyik jobb, arra nincs altaldnos vélasz, me
szampéldakkal igazolhato, hogy hol a (4), hol az (5) jobb oldala a kisebb.

*Lasd az L rész 145— 147. old. jegyzetének d) pontjat (146 — 147. old.).
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