Az 10. feladatsor megoldasa
Alkmat/Mat MSc parcdiff 2018. Gsz

A feladatok megoldasa soran gyakran tamaszkodunk a Riesz-Fréchet-tételre, ezért az alabbiakban emlékez-
tetiink erre az alapvets eredményre.

1. Tétel (Riesz-Fréchet (1907)). Legyen w: H — R folytonos linedris funkciondl a H Hilbert-téren. Ekkor
egyértelmien létezik y € H, hogy ¢(xz) = (z,y) minden x € H esetén. S6t, ||x|| = |l¢l|, kovetkezésképpen
O: H— H*, ®(y) = (-, y) izometrikus izomorfizmus.

Ezenkiviil az alabbi egyenlStlenség is (amelyet sokszor, nem teljesen helyesen, Poincaré-egyenl6tlenség néven
emlegetnek) tobbszor elGkeriil.

2. Tétel (Poincaré-egyenlStlenség korlatos Q-n). Tegyiik fel, hogy Q C R™ korldtos tartomdny. Ekkor létezik
c(Q) > 0 konstans gy, hogy minden u € Hg () esetén

32 ) < e 105ull720)-
j=1

1. Feladat. Legyen (a,b) C R korlatos intervallum. Ertelmezziik az alabbi klasszikus elliptikus peremérték-
feladatok altalanositott alakjat H'(a,b)-ben (f € L?(a,b) mellett), majd fogalmazzunk meg az altalanositott,
illetve klasszikus megoldés létezésével, valamint regularitasaval kapcsolatos allitasokat!

a)
—u"4+u=f (a,b)n

u(a) =0,
u(b) = 0.
b)
—u'+u=f (a,b)-n
v/ (a) = u(a),
u(b) = 0.
)
—u' +u=Ff (a,b)-n
u(a) = u(b),
u'(a) = o (b).
Megoldas.
a) Legyen

V= H}(a,b) = {u € H(a,b) : u(a) = u(b) = 0)}.

(Vegyiik észre, hogy C§°(a,b) C V.) Tegyiik fel, hogy u € C?([a,b]) megoldasa a peremérték-feladatnak, ek-
kor a parcilis integralds (més néven Green-tétel) H!(a,b)-beli fiiggvényekre valo érvényessége miatt (amely a
C§°(a,b) C V stird tartalmazas felhasznalasaval hataratmenet utan adodik) minden v € V' esetén

/fv—/ —u" +u)v = —[u'v)} /uv +/uv—/ (u'v" + w),
vagyis
(1) /abuv + uw) /fv

Adott f € L%(a,b) esetén keressiink u € V fiiggvényt, amelyre minden v € V esetén teljesiil az (1) dsszefiig-
gés, ezt nevezzik a feladatban szerepld peremérték-probléma altalanositott alakjanak, u-t pedig altalanositott
megoldasnak (vegyiik észre, hogy az u(a) = u(b) = 0 peremfeltételek a V tér definiciojaba keriiltek). A fenti
érvelésbol kivetkezden, ha u € C?([a, b]) klasszikus megoldas, akkor altalanositott értelemben is megoldas. Te-
gyiik fel, hogy u € C?%([a,b]) NV Altalanositott megoldés, ekkor egyrészt u(a) = u(b) = 0 klasszikus értelemben,
maésrészt a fenti gondolatmenetet visszafelé alkalmazva kapjuk, hogy minden v € V esetén

/ab( u —|—u1}—/ fu.



Mivel C§°(a,b) C V, ezért sziikségképpen —u” + u = f. Azt kaptuk, hogy ha u € C?([a,b]) NV altalanositott
megoldas, akkor klasszikus értelemben is megoldés.

Megmutatjuk, hogy minden f € L?(a,b) esetén az (1) feladatnak egyértelmiien létezik u € V megoldésa (sét,
ez igaz minden f € H'(a,b) esetén is, ahol H1(a,b) a HE(a,b) tér dualisa). Valoban, a V térben bevezetve
a szokasos H!(a,b)-beli

b
(u,v)y ::/ (u'v' + uv)
skalarszorzatot, az (1) feladat a kovetkez6 absztrakt alakba irhato:
(2) (u,v)v = (f,v)12(a,py minden v € V fiiggvényre.

(Jegyezziik meg, hogy a nyom operator folytonossaga miatt V zart altér H'(a,b)-ben, tehat maga is Hilbert-tér
a fenti skalarszorzattal, ez kés6bb a Riesz-tétel alkalmazhatosagahoz sziikséges. Egydimenzioban nem sziikséges
a nyom operator folytonossigardl beszélni, elég hivatkozni a 4. feladatsor 1. Feladatara, ahonnan kovetkezik,
hogy u + (u(a),u(b) korlatos H*(2) — L*(a,b) x L>(a, b) linearis operator.) A Holder-egyenlétlenség alapjan
vilagos, hogy

b
(3) |(fsv) L2 (a,p)] S/ Lfol < I fll2@apylvlczasy < N1fllz2@pllvlv,

vagyis F(v) = (f,v)r2(a,) folytonos linearis funkcional a V' téren. Ekkor a Riesz-tételbsl kovetkezGen egy-
értelmten létezik up € V, amelyre F(v) = (up,v)y minden v € V esetén, igy a (2) absztrakt egyenletnek
u = up egyértelmd megoldasa. Jegyezziik meg, hogy a megoldas folytonosan fiigg f-t6l, hiszen a Riesz-tétel
miatt ||[F|| = ||ur|v, és igy (3) alapjan

(4) lurllv < 1fllz2(ap)-
Most belatjuk, hogy f € L?(a,b) esetén valojaban u € H?(a,b). Valéban, az (1) 6sszefiiggésbsl kovetkezden

minden v € C§°(a, b) fiiggvényre
b b
/ u'v' = —/ (u— fv,

vagyis az v/ € L?(a,b) fiiggvény Aaltalanositott derivaltja éppen (u — f) € L2(Q), tehat v’ € H'(a,b), igy
u € H?(a,b), rdadasul a (4) felhasznalésdval

l[ull 2 a0y < const - ([ull gz a5y + " |22 (ab)) < const - ([ullz2a) + [1f]L2(a.0))-

Gondoljuk meg, hogy ha f € H™(a,b), akkor hasonlo érveléssel (indukcidval) az altalanositott megoldasra
u € H™2(a,b), és

llull grmt2(a,p) < const - ([ull gm+1a,p) + Jullzm @) + | fl2m @) < const - ([[ullL2(ap) + [ fllzm(ap)

kovetkezik. Specialisan, ha f € C*°([a,b]), akkor u € C*°([a, b]), hiszen C*>([a,b]) = -_, H™(a,b)).

Végiil, amennyiben f € C([a,b]), akkor u € H?(a,b), tehat a 4. feladatsor 5. Feladata szerint m.m. létezs
u” klasszikus derivéltra u” = u — f € C([a,b]) (hiszen H?(a,b) C C([a,b]) az idézett feladat alapjan), vagyis
u € C?([a,b]), tehat klasszikus megoldas.

Erdemes a fentieket egy tételben megfogalmaznunk.

3. Tétel. Legyen (a,b) C R korldtos intervallum, és tekintsik a kovetkezd klasszikus elliptikus peremérték-
feladatot:
—u"+u=f (a,b)-n,
u(a) =0,
u(b) = 0.

Ekkor minden f € L?(a,b) esetén a feladatnak egyértelmien létezik u € H}(a,b) dltaldnositott megolddsa, amely
folytonosan fiigg f-tol az aldbbi értelemben:

lull 2 0y < 11l L2 (a,0)-

Ha f € H™(a,b), akkor az dltaldnositott megolddsra uw € H™%(a,b), specidlisan f € C*([a,b]) esetén
u € C*([a,b]). Amennyiben pedig f € C([a,b]), akkor u € C%([a,b]), tehdt klasszikus értelemben is megoldds.

Megjegyzés. A 3. Tételben f € H™'(a,b) is frhat6 (ahol H*(a,b) a H}(a,b) tér dualisa), ekkor a bizonyitasban
az (f,v)r2(a,p) funkciondal helyett helyett f(v) frando.



b) Legyen
* V = Hj(a,b) = {u € H'(a,b) : u(b) = 0)}.

(Vegyiik észre, hogy C5°(a,b) C V.) Tegyiik fel, hogy u € C?([a,b]) megolddsa a peremérték-feladatnak, ek-
kor a parcidlis integralas (mas néven Green-tétel) H'(a,b)-beli fiiggvényekre valo érvényessége miatt (amely a
C§°(a,b) C V strii tartalmazas felhasznalasaval hataratmenet utan adodik) minden v € V' esetén

/fv—/ —u" +u)v = —[u'v)} /uv +/ uv—/ v+ wv) + u'(a)v(a),

vagyis az u'(a) = u(a) peremfeltétel figyelembe vételével

(5) / ! 4 wv) + u(a)o(a) = / " o,

Adott f € L%(a,b) esetén keressiink u € V fiiggvényt, amelyre minden v € V esetén teljesiil az (5) dsszefiig-
gés, ezt nevezzik a feladatban szerepld peremérték—probléma éltalé,nositott alakjénak u-t pedig altalanositott

kovetkezden, ha u € C?([a,b]) klasszikus megoldas, akkor altalanositott értelemben is megoldés. Tegyiik fel,
hogy u € C?([a,b]) NV Aaltalanositott megoldas, ekkor egyrészt u(b) = 0 klasszikus értelemben, mésrészt a fenti
gondolatmenetet visszafelé alkalmazva kapjuk, hogy minden v € V esetén

/ab(—u” +u)v + (v (a) — u(a))v(a) = /ab fo.

Elgszor v € C§°(a,b) fuggvényeket valasztva v(a) = 0, igy

/: —u +uv_/fv

ezért sziikségképpen —u” +u = f, ennek kovetkezményeképpen pedig (u'(a) —u(a))v(a) = 0, tehat v’ (a) = u(a).
Azt kaptuk, hogy ha u € C?([a,b]) NV altalanositott megoldas, akkor klasszikus értelemben is megoldas.

Megmutatjuk, hogy minden f € L?(a,b) esetén az (5) feladatnak egyértelmien létezik u € V megoldasa
(s6t, ez igaz minden f € H~!(a,b) esetén). Valoban, a V térben bevezetve az

b
(u,v)y = / (u'v" + uv) + u(a)v(a)
skalarszorzatot, az (5) feladat a kovetkezs absztrakt alakba frhato:
(6) (u,v)v = (f,v)12(a,py minden v € V fiiggvényre.

Vegyiik észre, hogy a fenti skalarszorzat ekvivalens a H'(a, b) térbeli szokasos skalarszorzattal. Valoban, felhasz-
nalva a 4. feladatsor 1. Feladatdnak eredményét (nevezetesen ||ul|zo(q,5) < const - ||ull g1 (a,p)),

b b
el o) = / (W) +u?) < / ()2 + u?) + u(@)? < () + u?) + const - [[ull3ps .y < const - [[ull 3 ap
a a

A nyom operator folytonossaga miatt V zéart altér H'(a, b)-ben, tehat maga is Hilbert-tér a fenti ekvivalens ska-
larszorzattal (ez kés6bb a Riesz-tétel alkalmazhatosagahoz sziikséges). A Holder-egyenl6tlenség alapjan vilagos,

hogy

b
(7) |(fsv) L2 (a,p)] S/ Lfvl < I fll2@p vz asy < N1fllz2@pllvlv,

vagyis F(v) = (f,v)r2(a,) folytonos linearis funkciondl a V' téren. Ekkor a Riesz-tételbdl kovetkezGen egy-
értelmden létezik up € V, amelyre F(v) = (up,v)y minden v € V esetén, igy a (6) absztrakt egyenletnek
u = up egyértelmi megoldasa. Jegyezziik meg, hogy a megoldas folytonosan fiigg f-t6l, hiszen a Riesz-tétel
miatt ||F| = ||ur|lv, és igy (7) alapjan

(8) lurllv < 1 fllz2(a.p)-

Most belatjuk, hogy f € L?(a,b) esetén valojaban u € H?(a,b). Valéban, az (5) dsszefiiggésbs] kovetkezden
minden v € C§°(a, b) fiiggvényre



vagyis az v/ € L?(a,b) fiiggvény Aaltalanositott derivaltja éppen (u — f) € L2(Q), tehat v’ € H'(a,b), igy
u € H?(a,b), rdadasul a (8) becslés felhasznalasaval

1wl 2 (a,p) < comst - ([|wl| g1 (o) + [11”]| L2(ap)) < const - ([[ull L2(ap) + [[fI1L2(ap))-

Gondoljuk meg, hogy ha f € H™(a,b), akkor hasonlo érveléssel (indukcioval) az &ltalanositott megoldasra
u € H™2(a,b), és

lull grmt2(a,p) < const - (|ull gm+ra,p) + Jullzm @) + | fllzm @) < const - ([[ullL2(ap) + [ fllzm(ap)

kovetkezik. Specialisan, ha f € C*°([a,b]), akkor u € C*([a, b]), hiszen C*>([a,b]) =, °_, H™(a,b).
Végiil, amennyiben f € C([a,b]), akkor u € H?(a,b), tehat a 4. feladatsor 5. Feladata szerint m.m. létezd
" klasszikus derivaltra v’ = u — f € C([a,b]) (hiszen H?(a,b) C C([a,b]) az idézett feladat alapjan), vagyis
u € C%([a, b)), tehét klasszikus megoldas.
c¢) Legyen
V= {uec H'(a,b): ula) = u(b)}.

(Vegyiik észre, hogy C§°(a,b) C V.) Tegyiik fel, hogy u € C?([a,b]) megoldasa a peremérték-feladatnak, ek-
kor a parcidlis integralds (mas néven Green-tétel) H'(a,b)-beli fiiggvényekre valo érvényessége miatt (amely a
C§°(a,b) C V stird tartalmazas felhasznalasaval hataratmenet utan adodik) minden v € V' esetén

/fv—/ —u" +u)v = —[u'v)} /uv +/uv—/ (u'v" + w),
vagyis
(9) /abuv + uw) /fv

Adott f € L?(a,b) esetén keressiink u € V fiiggvényt, amelyre minden v € V esetén teljesiil (a 9) &sszefiig-
gés, ezt nevezzik a feladatban szerepld peremérték-probléma altaldnositott alakjanak, u-t pedig altalanositott
megoldasnak. A fenti gondolatmenetbdl kévetkezéen, ha u € C?([a, b]) klasszikus megoldés, akkor 4ltalanositott
értelemben is megoldas. Tegyiik fel, hogy u € C?([a,b]) NV altaldnositott megoldas, ekkor egyrészt u(a) = u(b)
klasszikus értelemben, masrészt a fenti érvelést visszafelé alkalmazva kapjuk, hogy minden v € V' esetén

/ab(_“u +u)o+ (v (a) — /' (b))v(a) = / b fo.

Elgszor v € C§°(a,b) fliggvényeket valasztva

/ab —u +uv—/ fo,

) — u/(b))v(a) = 0 minden v € V esetén, vagyis sziikségképpen

igy —u” + u = f. Ebbdl kivetkezben (u'(a) — u
2([a,b]) NV Aaltalanositott megoldés, akkor klasszikus értelemben is

u'(a) = u'(b). Azt kaptuk, hogy ha u € C
megoldés.

Tekintsiik most az altalanositott feladatot! Az a) rész bizonyitasahoz hasonléan a (9) feladatot a kévetkezs
absztrakt alakba frhatjuk:

(10) (u,v)v = (f,v)12(a,py minden v € V fiiggvényre,
ahol
b
(u,v)y = / (u'v" + uv)
a

a szokasos H'(a,b)-beli skalarszorzat. Jegyezziik meg, hogy a nyom operétor folytonossédga miatt V zart altér
H'(a,b)-ben, tehat maga is Hilbert-tér a fenti skalarszorzattal, ez késébb a Riesz-tétel alkalmazhatosidgahoz
sziikséges. A (10) Osszefiiggés jobb oldala f € L?(a,b) esetén folytonos linedris funkcional a V téren, igy a
Riesz-tételbdl kovetkezSen egyértelmien létezik up € V, amelyre (f,v)r2(p) = (up,v)v, és ekkor u = up
egyértelmt megoldasa az altalanositott feladatnak (amely raadasul folytonosan fiigg f-t6l, ahogy ezt az a) rész
bizonyitasahoz hasonléan lathatjuk).

Allitjuk, hogy f € L?(a,b) esetén az altalanositott megoldasra u € H?(a,b), tovabba f € C([a,b]) esetén
u € C?([a,b]). Valoban, a (9) dsszefiiggés azt is jelenti, hogy minden v € C§°(a, b) fiiggvényre



és innen ugyanazt a gondolatmenetet kovethetjiik, mint az a) rész bizonyitasaban. Ezenkiviil, ha f € H™(a,b),
akkor hasonlé érveléssel (indukci6val) az 4ltaldnositott megoldasra u € H™*2(a,b), és

llwll grmt2(a,p) < const - ([ull gm+ra,p) + Jullzm @) + | fllzm @) < const - ([[ullL2(ap) + [ fllzm(ap)

kovetkezik. Specialisan, ha f € C*°([a,b]), akkor u € C*([a, b]).
Megjegyzés. A fenti eredmények megfelels altalanositasai magasabb dimenzioban is érvényesek, ezek a meg-
oldas tartoményon beliili, illetve hatarmenti simasagarol szolo tételek. Felhivjuk azonban a figyelmet, hogy a

bizonyitdsok magasabb dimenzioban lényegesen nehezebbek, sokkal tobb meggondoléast és egyéb matematikai
eszkozoket igényelnek.

2. Feladat. Legyen (a,b) C R korlatos intervallum, p € C*([a,b]), p > 0, r,q € C([a, b]). Tekintsiik a kovetkezs
klasszikus peremérték-feladatot (Sturm-Liouville-feladat):

7(pu/)/ +ru’ + qu = f (a, b)_nv
u(a) =0,
u(b) = 0.

Az r/p fiiggvény egy primitiv fiiggvényének segitségével irjuk at a feladatot szimmetrikus alakra! Ertelmez-
ziikk ezutan a feladat Altalanositott alakjat H'(a,b)-ben (f € L?(a,b) mellett), majd fogalmazzunk meg az
altalanositott, illetve klasszikus megoldas létezésével, valamint regularitaséval kapcsolatos allitasokat!

Megoldas. Legyen R olyan fiiggvény, amelyre R’ = r/p (ilyen van, mert p € C([a,b]), p > 0 és r € C([a, b])).
Ekkor a
—(pu) +ru' +qu=f

egyenlet u € C?([a,b]) esetén ekvivalens a
—(peBu') + ge Bu = fe B
egyenlettel. Valoban, egyszert szamoléassal adodik, hogy
(e g = e~ ('Y + 7+ qu).
R

Vezessiik be a p := pe 1, §:= ge T és f = fe T fliggvényeket, ekkor a
—(pu) + qu = f (a,b)-n,
u(a) =0,
u(b) =0

=

peremérték-feladatot nyerjiik. Ez a probléma az 1. Feladat a) részében szerepléhoz hasonlo. Allitjuk, hogy
minden p € L*®(a,b), p > ¢ >0, § € L*>®(a,b), ¢ > 0 és fe L?(a,b) esetén egyértelmiien létezik u € H}(a,b)
altalanositott megoldasa. Ezenkiviil p € C'([a,b]), p > 0, § € C([a,b]) és f € C([a,b]) esetén az altalanositott
megoldas C?([a, b])-beli, tehat klasszikus értelemben is megoldas. E feltételek azt jelentik, hogy p € C([a, b)),
p>0,reC(a,b]), qge C([a,b]), ¢ >0, é feC(a,b]).

A fentieket a kivetkezéképpen igazolhatjuk. Az 1. Feladat a) részéhez hasonléan u € C?([a, b]) esetén v €
V = H}(a,b) tesztfiiggvénnyel szorozva parcialis integralas utan

(11) /ab(ﬁu'v’ + quv) = /ab fo

adodik. Adott f € L?(a,b) esetén keressiink u € V fiiggvényt, amelyre minden v € V esetén teljesiil a (11)
Osszefiiggés, ezt nevezziik a feladatban szerepl6 peremérték-probléma altaldnositott alakjanak, u-t pedig altala-
A fenti érvelésbél kovetkezen, ha u € C?([a,b]) klasszikus megoldas, akkor altalanositott értelemben is meg-
oldés. Tegyiik fel, hogy u € C?([a,b]) NV altalanositott megoldas, ekkor egyrészt u(a) = u(b) = 0 klasszikus
értelemben, mésrészt a fenti gondolatmenetet visszafelé alkalmazva kapjuk, hogy minden v € V esetén

/ab(f)u” + qu)v = /ab fo.

Mivel C§°(a,b) C V, ezért sziikségképpen —pu” + gu = f. Azt kaptuk, hogy ha u € C?%([a,b]) NV Altalanositott
megoldas, akkor klasszikus értelemben is megoldés.



, f € L?(a,b) esetén a (11)

Megmutatjuk, hogy minden p € L>(a,b), p > ¢ > 0, § € L>(a,b), § >
€ H~'(a,b) esetén). Valoban, a V

feladatnak egyértelmden létezik u € V megoldasa (s6t, ez igaz minden
térben bevezetve az

b
(woly i= [ (puv’ + quo)
skalarszorzatot, az (1) feladat a kovetkezs absztrakt alakba frhato:
(12) (u,v)y = (va)L2(a,b) minden v € V fliggvényre.

Vegyiik észre, hogy a fenti skalarszorzat ekvivalens a szokasos H!(a, b)-beli skalarszorzattal. Valoban, a Poincaré-
egyenl6tlenség, tovabba p € L>(a,b), p > ¢ >0, § € L™ (a,b), § > 0 figyelembe vételével

b b b b
C/ (()? +u?) S/ c(u')? S/ (B(u')? + qu*) < (IIﬁIILoo<a,b)+||€1'||Loo(a,b))/ (()? +u?).

A nyom operator folytonossdga miatt V zart altér H'(a,b)-ben, tehat maga is Hilbert-tér a fenti ekvivalens
skalarszorzattal. Az 1. Feladat a) részének bizonyitasahoz hasonléan F(v) = (f,v)r2(a,m) folytonos lineéris
funkcional a V' téren. Ekkor a Riesz-tételbdl kévetkezGen egyértelmien létezik up € V, amelyre F'(v) = (up,v)y
minden v € V esetén, igy a (12) absztrakt egyenletnek u = up egyértelmt megoldasa, amely folytonosan fiigg
f-tol. y

Most belatjuk, hogy f € L?(a,b) esetén valojaban u € H?(a,b). Valoban, a (11) 6sszefiiggésbdl kovetkezden

minden v € C§°(a, b) fiiggvényre
b b
1 -
/ u'v' = —/ =(f — qu)v,
a a p

vagyis az u' € L?(a,b) fiiggvény altalanositott derivaltja éppen %(f — Gu) € L?(Q), tehat u' € H'(a,b), igy
u € H?(a,b), raadasul

1 i }
|l 2 (ap) < const—————= - ([[ullL2(a,p) + 1G]l Lo (a,0) I I L2 (a,p))-

1Bl o< (a, b)
Amennyiben § € C'([a,b]), p > 0, § € C([a,b]) és f € C([a,b]), akkor u € H?(a,b), tehat a 4. feladatsor
5. Feladata szerint m.m. létezd v klasszikus derivaltra v = %(f — qu) € C([a,b]) (hiszen H?(a,b) C C([a,b])

az idézett feladat alapjan), vagyis u € C2([a,b]), tehéat klasszikus megoldas. Az emlitett feltételek azt jelentik,
hogy p € C([a,b]), p > 0, r € C([a, b)), ¢ € C([a,b]), ¢ >0, és f € C([a,b]).

3. Feladat. Legyen 2 C R" korlatos tartoméany, amelynek pereme folytonosan differencialhato. Tekintsiik a
kovetkezs tgynevezett biharmonikus egyenletre vonatkozd peremérték-feladatot:

Au=f Qn,
ulaq = 0,
&,ulag =0.

Az u € H3(Q) fiiggvényt altalanositott megolddsnak nevezziik, ha minden v € HZ(2) esetén

/QAusz/va.

Igazoljuk, hogy minden f € L?(Q) esetén a fenti peremérték-feladatnak egyértelmten létezik Altalanositott
megoldésal

Megoldas. Elgszor is tegyiik fel, hogy u € C*(Q) klasszikus megoldas. Ekkor minden v € HZ(2) fiiggvényre a
Green-tétel Szoboljev-terekbeli alakjanak, tovabba ulspq = d,u = 0 felhasznalasaval

/ (A%u)v = [ Aulwv
Q Q

adodik, amely Osszefiiggés (hataratmenet miatt) u € H2(£2) esetén is érvényes. Ebbdl kivetkezéen u altalano-
sitott értelemben is megoldéas. Az el6bbi érvelés visszafelé is érvényes, egy u € C*(Q) N H2(Q) altalanositott
megoldas valojaban klasszikus értelemben is megoldés.
Az u € H}(Q) fiiggvényre, illetve a 0;u € H}(2) derivaltakra alkalmazott Poincaré-egyenlétlenség folytan
HZ(2)-ban az
HUH?qg(Q) = Z (Ojxu)”

J,k=1



Osszefiiggés a H?(Q) tér normajaval ekvivalens normét, az

n

(U?U)HS(Q) = Z (ajku)(ajkv)

j,k=1

oOsszefliggés pedig a HZ(Q) térbeli skalarszorzattal ekvivalens skalarszorzatot definial. Vegyiik észre, hogy u,v €
CYQ), ulaa = dyu = 0, v|gg = d,v = 0 esetén a Green-tételbdl kivetkezGen

/Q (D) (Dy0) = — /Q (0u) (Oy1av) = /Q (0%u) (02v),

amely hataratmenettel tetszéleges u,v € HZ(Q) fiiggvényekre adodik, igy

(u,v)g2(0) = Z / )(0%v) = /AUAU

7,k=1

Kovetkezésképpen a biharmonikus egyenletre vonatkozo peremérték-feladat ekvivalens a kiévetkezd absztrakt
egyenlettel:
(u,v)gz(0) = (f,v)12(0) minden v € HZ(Q) fiiggvényre,

ahol F(v) = (f,v)r2(q) folytonos linearis funkcional H§(Q2)-n (amely zart altere a H?(Q) térnek, tehat maga is
Hilbert-tér). A Riesz-tételbsl kivetkezéen egyértelmien létezik up € HZ(Q2), amelyre (up,v) ) = (fiv)r2();
tehat egyértelmiien létezik u = wup altaldnositott megoldasa a biharmonikus egyenletre vonatkoz6 homogén
peremfeltételd peremérték-feladatnak (amely raadasul folytonosan fiigg f-tél).



