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Bevezetés

Szakdolgozatom témajanak szélsGérték-feladatokat valasztottam, amelyeknek targyalédsa soran igen
gyakran nevezetes egyenlGtlenségek is felbukkannak, s6t szinte elvilaszthatatlanul 6sszefonddik a két
teriilet. Mindkét témakor altalaban fakultécion vagy specidlis matematika tagozaton keriil teritékre
nagyobb oraszédmban, az alapoérakon az ilyen tipusu feladatokbodl csupan egyszeritibbek keriilnek szoba.
Azért esett valasztédsom erre a témakorre, mert az egyes feladatok megoldasdhoz egészen sokféle uiton
eljuthatunk, s talan ez a sokszintiség felkeltheti a didkok érdekldését a kozépiskolaban. Izgalmas
felfedezni e feladatok révén a kiilonféle kapcsolodasi pontokat az analizis, az algebra és a geometria
kozott. Céljaink kozott szerepel annak szemléltetése is, hogy egy kozépiskolas szamara milyen eszkoztar
all rendelkezésére kiilonboz6 szélsGérték-feladatok megoldaséhoz.

A dolgozatban harom, kifejezetten kozépiskolas didkok szamara kittizott feladattal foglalkozunk
részletesen. Az elsG fejezetben egy kétismeretlenes kifejezés feltételes szélsGértékét keressiik meg. Eh-
hez kilenc megoldasi itvonalat gytjtottiink ossze: hasznéaljuk a differencidlszamitas és a trigonometria
eszkozeit, a Cauchy—-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl&tlenséget, elSkeriilnek a nevezetes kdzepek tobb-
féleképpen is, végziink diszkriminansvizsgalatot, okoskodunk koordinatageometriai tton, mig végiil a
Lagrange-multiplikitorok modszeréig is eljutunk.

A masodik fejezetben egy harmadfoktu kifejezés maximumat keressiik, méghozza elemi uton, a
differencialszamitas fegyvertara nélkiil. Ennek a feladatnak a megoldasahoz ismét a nevezetes kozepeket
hivjuk segitségiil, majd félbukkan a Bernoulli-egyenl&tlenség és a Cardano-formula is.

A harmadik fejezetben egy geometriai kérdésre keressiik a valaszt: adott térfogatu forgaskupok
kozott melyiknek a lehetd legkisebb a felszine? Ehhez elGszor diszkriminansvizsgalatot végziink, majd
derivalassal is megoldjuk a feladatot, utana pedig a nevezetes kozepekkel torténd okoskodas sem marad-
hatnak el, végiil pedig egy ,forditott” utvonalat bejarva jutunk el a minimalis felszinig. A megoldasok
utan kitériink arra is, mit neveziink testek izoperimetrikus hanyadosanak (réviden IQ-nak), és ennek
tulajdonképpen mi koze van a feladathoz.

A negyedik fejezetben egy lehetséges tematikat allitottunk Ossze a Nevezetes egyenldtlenségek,
szélsdérték-feladatok elemi megolddsa cimi témakor tanitdsahoz, amelyre az emelt matematika oOra-

szamu kerettanterv 15 tanérat szan a 11-12. osztalyban.



1. fejezet

Még, még, még — megoldasbol sosem elég

Els§ feladatunkban egy kétvaltozos linearis kifejezésnek keressiik a szélsGértékeit egy bizonyos feltétel
mellett. Azért valasztottuk ezt a feladatot, mert rendkiviil sokféleképpen meg lehet oldani, és kivalo-
an érzékelteti az analizis, az algebra és a geometria Gsszefonddéasat. A feladathoz Osszesen kilencféle
megoldast ismertetiink, amelyek zome kozépiskolas modszerekre épiil. Tobbek kozott felbukkannak a
nevezetes kozepek, a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlGtlenség és a trigonometrikus addicios kép-
letek. Kalandozasunk végén egy fels6bb matematikai eszk6zoket igényls megoldast is mutatunk, amely
Joseph Louis Lagrange francia matematikus nevéhez fizédik. A feladat eredetileg a [10] konyvben a

447. feladatként volt kitiizve, de megtalalhato példaul a [2] példatarban is mint a 2.40. feladat.

1. Feladat. Az x, y szamok kielégitik az x? + y? = 1 feltételt. Hatarozzuk meg a 2x + 3y kifejezés
lehetséges legnagyobb és legkisebb értékét!

1.1. Hasznos észrevételek

Az x, y szamok nem lehetnek akarmilyenek, mert az 22 4 y? = 1 feltétel teljesiiléséhez nyilvanvaléan
sziikséges, hogy —1 < o <1 és —1 < y < 1 igaz legyen. Ezzel megadtuk, hogy a 2x + 3y kifejezésben
milyen nagysagu és elGjeld x, y értékek szerepelhetnek. Ezt felhasznélva némileg egyszeriibbé tehetjiik
a szélséértékek megkeresését.

Vegyiik észre ugyanis, hogy ha a 2z + 3y kifejezésnek az x? + y? = 1 feltétel mellett maximuma
van az (xo; yo) szamparban, akkor igaz kell legyen, hogy xg > 0 és yo > 0. Ugyanis tegyiik fel példaul,
hogy o < 0 lenne: ekkor —xg > xq teljesiilne, vagyis a 2(—xg) + 3yo > 2x0 + 3yo egyenlStlenség is igaz
volna, (—z¢)? + y2 = 1 is teljesiilne, tehat a (—zo;yo) szampérra nagyobb fiiggvényértéket kapnank,
ami nem lehet, hiszen az (xo;yo) szampéarban feltételes maximuma van a kifejezésiinknek. Elég tehat
a 2z + 3y kifejezés legnagyobb értékét az 2 +y? =1, 2 > 0 és y > 0 feltételek mellett keresniink.

Hasonl6é okoskodéassal lathatjuk, hogy a 2x + 3y kifejezés a minimumat csak z < 0, y < 0 értékeknél
veheti f6l. S6t, mivel 2(—x) + 3(—y) = —(2z + 3y), ezért vilagos, hogy ha egy (zo;yo) szampéarban
maximuma van a kifejezésnek, akkor a (—xg; —yp) szdmpéarban minimuma lesz a kifejezésiinknek, és
a minimum értéke éppen a maximum értékének az ellentettje. Ezért a tovabbiakban mindig a maxi-
mumkereséssel fogunk foglalkozni, mert ha a maximum helyét és értékét megtalaltuk, akkor abbol méar

tudunk kovetkeztetni a minimumra.
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1.2. Derivaljunk!

Aki mar tanult differencidlszamitast, az bizonyara gyakran hivja segitségiil a derivalast szélsGérték-
feladatok megoldasahoz, ezért talan célszerd ezzel a kézenfekvs megoldasi modszerrel kezdeniink. A
megoldasunk alapotlete, hogy visszavezetjiik a feladatot egy egyvaltozos folytonos és differencidlhato
fliggvény korlatos zart intervallumon val szélsGérték-keresésére. Ezt legegyszertibben ugy tehetjiik meg,
hogy az 22 + 4% = 1 feltételbdl az  vagy az y valtozot kifejezziik, majd azt beirjuk a maximalizalando
2z + 3y kifejezésbe. Ekkor a kifejezésiink egyetlen valtozo fiiggvényévé alakul at, igy megfeleld feltételek
mellett a kapott fliggvényre alkalmazhaték az analizis eszkozei.

Mielstt a konkrét magvaldsitasnak nekivagunk, érdemes feleleveniteni korlatos zart intervallumon
értelmezett egyvéltozos fliggvények szélsGértékeivel kapcsolatos ismereteinket. Folytonos fiiggvény ese-

tén Weierstrass tétele biztositja a szélsGérték létezését.

1.1. Tétel (Weierstrass I1. tétele). Ha egy f valds figguény folytonos az [a;b] korldtos zdrt intervallu-

mon (ahol a < b), akkor f figguényértékei kozott van legnagyobb és legkisebb az [a;b] intervallumon.

Keressiik most egy folytonos f: [a;b] — R fiiggvény szélsGértékeit gy, hogy tudjuk, hogy az f
differencidlhato az (a;b) intervallumon. A tétel altal garantalt szélsGértékek kétféle helyen fordulhat-
nak el6: az intervallum valamelyik végpontjaban vagy az intervallum egy belsé pontjaban, de ekkor
ez a pont egyuttal lokalis szélsGértékhely is. Ha a szoban forgo fiiggvénynek az (a;b) intervallum va-
lamely pontjaban lokalis szélsGértéke van, akkor a lokalis szélsGértékhelyen a fiiggvény derivaltja O,
tehat a tovabbiakban az f fliggvényiink szélsGértékhely-jeloltjei a kovetkezdk: az intervallum két vég-
pontja, valamint az (a,b) intervallum azon pontjai, ahol a derivalt 0. A szélsGértékhely-jeloltek koziil
az lesz a maximumbhely, ahol a fliggvényérték a legnagyobb (esetleg tobb ilyen hely is lehet), és az a
minimumbhely, ahol a fiiggvényérték a legkisebb (ilyenbdl is lehet t6bb).

Mindezek utéan térjink ra a konkrét feladatra. Ahogy az szakaszban észrevettiik, elegendd az
22+ y? =1, x>0 6és y > 0 feltételek mellett megkeresniink a 2z + 3y kifejezés maximumét.

Az 2% + y? = 1 egyenlSséget rendezziik z-re, és a kapott kifejezést helyettesitsiik be a 2z + 3y
osszegbe. Mivel 22 = 1 — y?, ezért ¢ = \/ﬁ vagy T = —ﬂ. A maésodik esettel nem kell
foglalkoznunk a maximumkeresésiink soran, hiszen x > 0 helyen lehet csak a keresendd maximum.

Tehat a tovabbiakban az f: [0;1] — R,

fly) =2v1—y>+3y

egyvaltozos fliggvény szélsGértékeit keressiik. Az f fiiggvény folytonos és a (0; 1) intervallumon differen-
cidlhato, ezért az el6bbiekben felelevenitett maximumkeresési eljaras alkalmazhat6. Ehhez derivaljuk
a fliggvényt:
’ —2y
f'ly) = —F—=+3.

N

Ott lehet bels6 pontban szélssérték, ahol f/(y) = 0, ezért keressiik a

1—y

+3=0

egyenlet megoldasait. Atalakitva:
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Ennek négyzetre emelése akkor ekvivalens atalakitas, ha 0 <y < 1. Ez most teljestil. Négyzetre emelés
utan azt kapjuk, hogy
dy* =9 — 97,

ebbdl pedig

de a 0 <y <1 feltétel miatt csak az y = \/%—3 hely jon szoba. Most Gsszehasonlitjuk a fliggvény itteni
értékét és az intervallum végpontjaiban felvett fiiggvényértékeket, és eldontjiik, hogy melyik val6jaban

a maximum:
f(1)
f(0)

3 13
f(m):mzm (>Vo=3).

Ezek alapjan a megadott feltételek mellett a 2x + 3y kifejezésnek az

3 9 4 2
=—— ¢és x=+1- 2:F: — =
VT 13 V13~ /13

helyen van maximuma.

3,
2

9

Hatravan még a minimum meghatarozasa, amely viszont az [I.1} szakaszban megfogalmazott észre-
vételekbdl adododan az 5 )
=—— & r=-——=
Y V13 V13
helyen van. Itt a kifejezésiink értéke —v/13. Osszefoglalva tehat a 2x + 3y kifejezésnek az x2 4 y% = 1

feltétel mellett a legnagyobb értéke v/13, a legkisebb értéke pedig —v/13.

1.3. Egy kis trigonometria

Masodik megoldasunk is igen természetes, ha valaki jol banik a trigonometrikus fiiggvényekkel. Az
x? + y? = 1 Osszefiiggés lattan ugyanis tiistént esziinkbe juthat, hogy ezt az egyenletet pontosan az
origd kozéppontu egységkorvonal pontjainak koordinatai elégitik ki. Az egységkor egy (z;y) pontjanak
els6 koordinataja éppen cos«, a masodik koordinatéja pedig sin o, ahol o a pont helyvektoranak az
iranyszoge (0 < o < 2mr), lasd az[L.1] abrat.

Erdemesnek latszik bevezetni az
r=sina és yY=-cosa
helyettesitést. Ekkor a 2x + 3y kifejezés is modosul:
2z + 3y = 2sina + 3 cos a.

A tovabbiakban tehat az f(a) = 2sina + 3 cos a egyvaltozos fiiggvénynek a szélsGértékeit és szél-
sGértékhelyeit keressiik a 0 < o < 27 feltétel mellett. Folytonos és az intervallum belsejében differen-
cidlhato fliggvényrdl 1évén sz6, ezt konnyen megtehetjiik az els6 megoldashoz hasonléan derivalassal.
Ebben voltaképpen nincs 1j 6tlet az els§ megoldashoz képest, ezért ennek kifejtésétsl most eltekintiink.

Van azonban egy masik lehetdség is, ha felttinik, hogy a 2sina + 3 cosa kifejezés hasonlit egy

trigonometrikus addiciés képletre. Példaul a kovetkezd allitas juthat esziinkbe.
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sina

0 COS 1

1.1. abra. Az egységkor pontjainak koordinatéi

1.2. Tétel (Két tag kiilonbségének koszinusza). Tetszdleges av és [ valds szamok esetén igaz, hogy
cos(a — B) = cos acos 3 + sin asin 3.

Vildgosan lathato, hogy cos(a— 3) kifejtésében is a sin « és a cos a értékek jelennek meg valamilyen
egyiitthatokkal. Ha el tudnank érni, hogy cos 5 = 3 és sin 3 = 2 legyen, akkor éppen a vizsgalandd
fliggvénytinket nyernénk. Sajnos azonban nincs olyan § szog, amelyre ez igaz lenne, mert —1 < cos 5 < 1
és —1 <sin g < 1 barmilyen [ sz0g esetén.

Az viszont elérhets, hogy A cos 5 = 3 és Asin § = 2 legyen valamilyen A valos szédm és 0 < 8 < 27

esetén. Ekkor igaz a kovetkezd egyenl@ség:
9+4=13=(AcosB)? + (Asin B)? = A%(sin? B + cos? B) = A*

Ha példaul A = /13, akkor a
3 3 in 3 2
cosff=—, sinff=-—=
V13 V13

feltételhez mar létezik 0 < B < 2 szog (lasd az [1.2] &brat).

Legyen tehat 0 < 0 < 27 az az egyértelmiten létez6 szog, amelyre igaz, hogy cosf = \/% és
sin 8 = . Ekkor
( 8) 3 n 2 1 (2sina +3 )
cos(a — ) = —cosa+ ——sina = ——(2sina cos ),
V13 V13 V13
azaz

f(a) = V13- cos(a — B).

Ebbdl mar azonnal adodik, hogy
—V13 < f(a) < V13,

Innen az f maximumértékét a

cos(a — ) =
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: (\/:1 \j:i)

0 1

1.2. abra. A 8 irdnyszogi helyvektor koordinatai

esetben kapjuk. Mivel o, 8 € [0;27), ezért —2m < a — 8 < 2, igy cos(a — ) = 1 csakis a« = [ esetén
teljesiilhet. Ebben az esetben

) 3
és y=cosa=cosfi=——.

V13

r=sina =sinf =

ﬁ‘w
w

Vagyis a 2x + 3y kifejezés a kapott < 213; %) helyen veszi f6l a legnagyobb értékét, ami /13, és

minimumat az szakasz alapjan a (—\/%; —%) helyen, a minimum értéke pedig —+/13.

2

1.4. Szinre lép a CBS

A kovetkezd megoldas megtalalasahoz az adhatja a kezds Otletet, ha észrevessziik, hogy a vizsgalando
2z + 3y kifejezésben elbiijt egy skalaris szorzat. A skaléris szorzat kétféle kiszamitasi modszerével hamar

eljuthatunk a kovetkezs nevezetes egyenlGtlenséghez.

1.3. Tétel (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlétlenség). Tetszdleges a, b, c,d valds szamokra

lac + bd| < Va2 + b2 -2+ 2.
Egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha ad = bc.

Els6 bizonyitds. Irjuk fel az (a;b) és a (c;d) vektorok skalarszorzatat kétféleképpen. Egyrészt definicio
szerint:

(a:b) - (;d) = |(a:b)] - |(c; )] - cos

ahol ¢ a két vektor altal kozbezart szog (0 < ¢ < 7), és az abszolut érték a vektorok hosszat je-
161i. Masrészt ismeretes, hogy egy derékszogii koordinata-rendszerben a skalarszorzat kiszamithato a

koordinatak segitségével a kovetkezSképpen:

(a;b) - (¢;d) = ac + bd.
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A kétféle feliras egyenlGsége azt jelenti, hogy igaz az alabbi Osszefiiggés:

lac + bd| = Va2 + b2 - /¢ + d? - |cos o] .

Tudjuk, hogy |cos | < 1, ezért a jobb oldal legfeljebb v/a2 + b2 - v/c2 + d?2, és éppen ezt allitja a tétel.

Hatravan az egyenlGségre vonatkozo allitas bizonyitasa. Az el6bbiek alapjan az

lac +bd| = Va2 + b2 - /2 + &2

egyenlGség pontosan akkor &ll fenn, ha cosp = +1, azaz a két vektor parhuzamos egymassal. Ekkor
viszont az egyik vektor a mésiknak a A-szorosa, ahol A\ valés szam. A két vektor szimmetrikus szerepe
miatt feltehetd, hogy (a;b) = A (¢;d), azaz a = Ac és b = Ad. Ha ¢ # 0 és d # 0, akkor ¢ = % =\,
ami atrendezve pontosan az ad = bc egyenlGség. Ha példaul ¢ = 0, akkor a = 0 is igaz, tehéat akkor is
fennall az ad = bc egyenléség. Hasonldan igaz lesz ez d = 0 esetén is. Megforditva, ha ad = be, akkor
¢ =0 esetén a = 0 vagy d = 0. El6bbi esetben a (0;b) és (0; d) vektorok nyilvan parhuzamosak, utobbi

esetben (¢;d) nullvektor, amely definici6 szerint minden vektorral parhuzamos. O

Madsodik bizonyitds. A méasodik bizonyitashoz nem hasznaljuk ki a skalaris szorzasra vonatkozo 0ssze-
fliggéseket, ezzel mutatva, hogy az Osszefliggés valdjaban egyszerii algebrai atalakitasokkal is igazolha-
t6. Az egyenlGtlenség mindkét oldalanak négyzetre emelése ekvivalens atalakitas, mert mindkét oldal

nemnegativ. Ekkor ezt kapjuk:
a?c? + 2abed + b2d? < (a* +0%)( + d*) = a’c® + a*d* + b2 + VP d>.
A tagok egy oldalra rendezésével adodik:
0 < a®d* — 2abed + b*c* = (ad — be)?.

Ez utoébbi egyenlétlenség nyilvanvaldan teljesiil, mert egy valés szdm négyzete valéban mindig nemne-
gativ. Ebbdl kévetkeztethetiink arra, hogy az eredeti egyenl6tlenségiink is igaz volt, hiszen mindvégig
ekvivalens atalakitdsokat végeztiink.

Vilagosan latszik az is, hogy a 0 = (ad — bc)? egyenlSség pontosan akkor all fonn, ha ad = be.

Vagyis az eredeti Osszefiiggésben is pontosan ez az egyenlGség feltétele. O

Az Tételt alkalmazhatjuk a jelenlegi feladatunkra. A mi esetiinkben most a =2, b=3, c ==z
és d = y. Ezeket behelyettesitve ezt kapjuk:

|2z + 3y < V22432 /22 442 = V13- /22 + 2.

Az eredeti 22 4+ y? = 1 feltétel alapjan sokat egyszertsodik az iménti Osszefiiggés:

|22 + 3y| < V13.

Tehat a 2z + 3y kifejezésnek felsg korlatja a /13, és alséd korlatja a —+/13.
Az . Tétel alapjan azt is tudjuk, hogy pontosan akkor lesz |2z + 3y| = /13, ha 2y = 3z. Ebbdl
az x-et kifejezve: x = %y Ezt beirva a 2z 4+ 3y = /13 egyenletbe (a maximumkereséskor elhagyhatjuk

az abszolutérték jelet az szakaszban leirtak alapjan): %y + 3y = % = V13, vagyis y = \/%
3

23
= 72;1/ = 713 = 72 1 4 = 72 % = — % 1
Ugyanekkor z = 5 = —% i3 azaz a maximumét x T3 S Y= esetén veszi fel a 2z + 3y

kifejezés.
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Hasonloan, a 2z + 3y = —/13 egyenlGség teljesiiléséhez a 2y = 3z feltétel szitkséges. Az eldbbiek
mintajara torténd szdmolas utan az x = —\/% és y = —\/% eredményeket kapjuk. Itt minimaélis a
kifejezésiink értéke.

A megoldas végeztével érdemes megjegyezni, hogy a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlStlenséget

altalanosithatjuk n dimenzids vektorok esetére is. Ekkor a kovetkezd forméat olti.

1.4. Tétel (CBS altalanositasa). Tetszdleges ay,...,an €s by,..., b, valds szamokra

n n n
i=1 =1 i=1

Bizonyitds. Az egyenlStlenség mindkét oldalan 1évd kifejezés nemnegativ, ezért a négyzetre emeléssel

mint ekvivalens atalakitassal az aldbbi alakot nyerjiik:

n 2 n n
i=1 1=1 i=1

Rendezziik egy oldalra a tagokat:

n n n 2
0<> af-> b7 - (Zadn) . (1.1)
=1 =1 =1

A jobb oldalon egyrészt

Za ZbQ Zasz Za2b2+2a2b2+za§bf,

i,j=1 i<j 1<J
masrészt
n 2 n
E a;b; = E aibiajbj = E 2b2 + E 2a,b CL]
i—1 ij=1 i—1 i<j

szerepel. Ebbgl kévetkezGen

n n n 2
Za? . Z bg — (Z aibz) = Z (a?b2 2a;b;a;b; + a; b2) Z(aibj - ajbz‘)Q.
=1 =1 =1

i<j i<j
Vagyis az egyenlGtlenség jobb oldalan szerepl6 kiilonbség valojaban négyzetek 6sszege, ami tényleg
sosem negativ. Mivel ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, ezért az eredeti Gsszefiiggésiinket is igazoltuk
ezzel.
S6t, a bizonyitasbol az is kiolvashato, hogy az egyenlétlenségben pontosan akkor teljestil egyenlGség,
ha minden 4, j-re a;b; = a;jb;. Nem nehéz meggondolni, hogy ez utobbi feltétel valdjaban azt jelenti,

hogy az (a1;...;an) és (by;...;b,) vektorok egyméssal parhuzamosak. O]

1.5. Bekoszonnek a kozepek

Maximum és minimum kereséséhez a kiilonbo6z8 kozepek kozotti Osszefiiggések nagyon gyakran jol
alkalmazhatoak, feltéve, ha észrevessziik, melyiket érdemes alkalmaznunk, és éppen mik a kozepek-
ben szerepld tagok. Az alabbiakban, tovabba a kiovetkezd két szakaszban Osszesen harom megoldést
mutatunk arra, hogy az[I} feladatban milyen lehetségeink vannak kozepek alkalmazaséra.

A két legismertebb kozép a szdmtani és a mértani kozép, amelyekkel kapcsolatban a kévetkezo

egyenlGtlenség kozépiskolaban is elhangzik.
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1.5. Tétel (Szamtani és mértani kozép kozti egyenl6tlenség két tagra). Bdrmely a,b nemnegativ valds

szamok esetén igaz, hogy

“;bz\/@

Egyenldség pontosan akkor dll fonn, ha a = b.

Bizonyitds. A bizonyitand6 egyenl6tlenség ekvivalens az alabbival:
(Va)? —2vab + (Vb)? > 0.
Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon éppen egy teljes négyzet all:
(Va—vb)* > 0.

Ez pedig nyilvanvaloéan igaz, hiszen egy valds szadm négyzete sosem negativ. Vilagosan latszik, hogy

egyenlGséget pedig csakis akkor kapunk, ha a = b. O

Prébaljuk meg a két kozép kozotti osszefiiggést alkalmazni a 22 + 3y kifejezés 22 4 y? = 1 feltétel
melletti szélsGértékeinek meghatéirozasara.

Az szakasz miatt ismét csak a maximum megtaldlasaval fogunk foglalkozni. Ekkor mindenkép-
pen z > 0 és y > 0, ezért 2z + 3y > 0. Az dtlet az, hogy nem ennek a kifejezésnek a maximumhelyét
keressiik, hanem a négyzetének, mert a kifejezés nemnegativitasa miatt annak a maximuma ugyanott

van, csak mas az értéke. Tehét a tovabbiakban ezzel a kifejezéssel foglalkozunk:
(22 4 3y)? = 422 + 122y + 9>

A szamtani és mértani kozepek kozti Osszefliggést a 12xy tagra fogjuk alkalmazni. A szereposztéas a
kovetkezs: a = 922 és b = 4y?. Ekkor az Tétel alapjan:

922 + 4y?

% > /922 - 492, (1.2)
Mivel z,y > 0, ezért

V922 - 4y? = 6y,

igy az egyenlGtlenség a kdvetkezs alakot Olti:
922 + 4y > 12xy.
Ezt kihasznalva kapjuk, hogy
42 4+ 122y + 9y? < 42? + 922 + 4y + 9y = 1322 + 13y% = 13(2% + ¢°).
A feladat feltétele szerint 22 + y? = 1, ezaltal jelentGsen egyszertisodik az iménti egyenlétlenség:
42% + 122y + 9y < 13.

Tovabbéa az Tétel alapjan azt is tudjuk, hogy pontosan akkor teljesiil egyenléség az ((1.2) egyen-
16tlenségben, ha 922 = 4y, azaz ebben az esetben fogjuk megkapni a keresett maximumot. Ezt az

egyenletet az x2 + y?> = 1 feltétel mellett megoldva nyerjiik, hogy a maximumbhely az y = iE és

2
Vi3
A minimumhely az [I.1] szakasz alapjan ugy adodik, ha az el6bb nyert a-nek és y-nak az ellentettjét

vessziilk, azaz —y = —\/% és —x = —\/% helyen lesz a kifejezés értéke a lehets legkisebb. A minimum

értéke pedig —v/13.

T = értékeknél lesz. Az eredeti 2x 4 3y kifejezés maximumértéke pedig ekkor 2 Vi +3 5=V 13.
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1.6. Megérkezik a négyzetes kozép

Az alabbi megoldasban egy tjabb kdzép bukkan fel: a négyzetes kozép. Raadasul nem két tagra, hanem

tetszbleges véges sok tagra.

1.6. Tétel (Szamtani és négyzetes kozepek kozti Osszefliggés n tagra). Bdrmely Ay, ..., A, > 0 valds

szdmok esetén igaz, hogy

A1+...+An< A+ .+ A2

— )

n n

azaz a tagok szamtani kozepe mindig kisebb vagy egyenld a négyzetes kozepiiknél. Egyenldség pontosan

akkor dall fonn, ha A1 = ... = A,.
Elsd bizonyitds. Mivel az egyenl6tlenség mindkét oldala nemnegativ, a négyzetre emelés ekvivalens
atalakités. Ekkor elsd 1épésben ilyen format 0lt az egyenlGtlenségiink:

(A4 ...+ A,)? <A%+...+A%
5 < .

(1.3)

n n

Az A1+ ...+ A, kifejezés négyzetét ugy kapjuk meg, hogy minden tagot minden taggal megszorzunk:
(A + ... ZAA_ZAQ ZAA_ZA2+2ZAA
1,7=1 i=1 1#£] i<j
Szorozzuk be az ([1.3) egyenlétlenséget n2-tel, és hasznaljuk fel az el6z6 atalakitast:
ZA2+ZQAA <n- ZA2
1<J
A tagokat egy oldalra rendezve
(n—1) Z/P > 24,4 (1.4)
1<j
adodik. Célszeri az egyenlGtlenség jobb oldalan 16vE elsd tagot a kdvetkezs alakban irni:
(n—1) ZA2 > (A7 +43).
1<J
Ekkor az (1.4) egyenlStlenség jobb oldalan szerepld kifejezés négyzetek Osszegévé alakithato:
(n—1) Z/P D 2AA; =D (A7 + AT - 24:4;5) = (A — Ay
i<j 1<j 1<j

Tehat az (1.4) egyenlGtlenség valoban igaz, mert a jobb oldali kifejezés négyzetszamok Osszegével

egyenls, igy sohasem negativ. Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, az eredetileg bizonyitando

allitasunkat ezzel sikeriilt belatni. Az is vilagosan latszik, hogy a >, <j (A; — A;)? kifejezés pontosan
akkor egyenld 0-val, ha A1 = ... = A,,. Vagyis az eredeti egyenl6tlenségben is pontosan ekkor all fenn
egyenlGség. O

Mdsodik bizonyitds. A bizonyitashoz az Tételt alkalmazzuk a kévetkezd szereposztassal: legyenek
a; = A; és b; = 1 minden i = 1, ..., n-re. Ekkor:
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Itt az abszolutértékjelek elhagyhatok, mert a tétel csak Aq,..., A, > 0 szamokrol szél. Ha mindkét
oldalt osztjuk n-nel, akkor megkapjuk a szamtani és négyzetes kozép kozti Osszefiiggést.
A tétel egyenl@ségre vonatkozo része a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlétlenség egyenlGségre

vonatkozo részébdsl kovetkezik. O

A feladatmegoldésunkhoz alkalmazzuk az Tételt mégpedig gy, hogy legyen n = 13, tovabba
Ai=%hai=1,...,4¢é5 A; = 4, hai=5,...,13. Ekkor ez adodik:

4 db 9 db 4 db 9 db

AN

RS ST < (£>2+“'+(§)2+<y)2+'“+<y)2

2 2 '3
13 13

Ennek bal és jobb oldala jelentdsen leegyszertisodik, ha az 2 + y?> = 1 feltételt is kihasznaljuk:

22 y?
9

2z + 3y 4'Z+9 [x2 + y? 1
< _—_— = —_—
13— 13 13 v13

Ebbdl pedig kévetkezik, hogy

2z + 3y < V13.

A 2z + 3y kifejezés maximumat akkor fogjuk megkapni, ha az (1.5 egyenlStlenségben egyenléség all

fonn, vagyis § = % Ekkor az x? 4+ y? = 1 feltétel alapjan megint eljutunk a korabban mar kisza-

molt ( > maximumbhelyig, ahol a kifejezésiink értéke v/13. Az . szakasz alapjan pedig a

—\/%; —\/%), ahol a kifejezés értéke pedig —+/13.

2 ._3
V13’ /13

minimumhely <

1.7. Kozepes stilyok helyett stilyos kozepek

Az el6z6 pontban hasznéltuk a hagyoményos szamtani és négyzetes kozepek kozotti dsszefliggést. Ezt

két tagra igy is irhatnank.

1.7. Tétel (Szamtani és négyzetes kozepek kozti osszefliggés két tagra). Bdrmely a,b > 0 valds szamok

esetén igaz, hogy

Egyenldség pontosan akkor dll fonn, ha a = b.

Tekintsiik a bal oldalon 1évé kifejezésben az a-nak és a b-nek az egylitthatoit: ezeket nevezziik

1

= 5 szédmokat hasznaljuk. A tétel altalanosabban

stulyoknak. Ebben az esetben siilyoknak a t1 = %, to

is érvényes 0 < t; <1 és ty = 1 — t silyokkal.

1.8. Tétel (Sulyozott szamtani és négyzetes kozepek kozti Osszefiiggés két tagra). Bdrmely a,b > 0

valos szamok és 0 <t < 1 esetén igaz, hogy
ta+ (1 —t)b < \/ta® + (1 — t)b2.

Egyenldség pontosan akkor dll fonn, ha t =0 vagy t = 1 vagy a = b.
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Elsd bizonyitds. Mivel az egyenlet mindkét oldala nemnegativ, a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas.
t2a% + 2t(1 — t)ab+ (1 — t)%b? < ta® + (1 — t)b°.
Ezt O-ra rendezve, majd a t(1 — t) tényez6t kiemelve az alabbi Osszefiiggést kapjuk:
0 <t(1—t)a® —2t(1 — t)ab+ t(1 — t)b* = t(1 — t)(a® — 2ab + b*) = t(1 — t)(a — b)*.

Mivel ¢(1 —t) > 0, igy az egyenl6tlenség mindig fennall, hiszen (a — b)? valoban sosem negativ. Jol
latszik, hogy egyenldség csak akkor fog teljesiilni, ha ¢(1 —t) = 0 vagy a — b = 0, vagyis ha t = 0 vagy
t=1vagy a=>b. O

Mdsodik bizonyitds. Ehhez a bizonyitashoz a fliggvények konvexitésit és egy ehhez kothets tételt, a

Jensen-egyenlGtlenséget fogjuk felhasznélni.

1.9. Definici6 (fiiggvény konvexitésa). Az f: I — R fliggvény konvex az I intervallumon, ha minden
a,b € I,a < b esetén fennéll az alabbi egyenlGtlenség:

f(b) — f(a)

Sy < 5

(x —a)+ f(a) (a <z <b).
Ha az iménti egyenl6tlenségben minden a < x < b esetén szigori egyenlGtlenség teljesiil, akkor az f
fliggvényt szigorian konvernek nevezzik.

A definici6 szemléletes jelentése az abran lathato: az (a; f(a)) és (b; f(b)) pontokat Gsszekots
hir a figgvény grafikonja f6lott helyezkedik el.

SYE SEEEREEPY
R D

1.3. dbra. Konvexitas szemléletes jelentése

A definici6 szerint kénnyen belathatjuk, hogy az f(x) = 22 fiiggvény szigortan konvex R-en. Ehhez
vegyiink tetszéleges a < x < b szdmokat, ekkor

f(0) — f(a) b* — a®

P— (x —a)+ f(a) = o (x—a)+a®>=(b+a)(z—a)+a®=(b+a)x— ab.

A kérdés az, hogy igaz-e az alabbi egyenl6tlenség:

22 < (b+a)x — ab.
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Ez atrendezve és beszorozva (—1)-gyel:
0>a22—(b+a)z+ab=(z —a)(z—Db).

Ez pedig teljesiil, mert x —a > 0 és x —b < 0, tehat a szorzatuk negativ. Mivel ekvivalens atalakitasokat
végeztiink, igy a kiinduldsi egyenlStlenségiink is igaz, tehat az f(z) = x? fiiggvény valoban szigorian
konvex az egész szamegyenesen. Ezt hamarosan ol fogjuk hasznélni.

Konvex fiiggvényekkel kapcsolatban alapvetGen fontos egyenlétlenség a kovetkezd.

1.10. Tétel (Jensen-egyenl6tlenség). Legyen f konvex figgvény az I intervallumon. Ekkor tetszdleges
ai,...,an € I valos szamok és ty,...,t, >0, t1 + ...+ t, = 1 sulyok esetén igaz, hogy

Fltray + ... +tpan) < t1f(a1) + ...+t fan).

Ha f szigorian konvex, akkor szigoru egyenldtlenség dll fenn, feltéve, hogy az a; szdmok nem mind

egyenldk, kilonben egyenldség dll fenn.

A Jensen-egyenl6tlenség bizonyitdsa m = 2 esetén a konvexitas definici6janak szinte kozvetlen
atfogalmazéasa, a tobbi n esetén pedig a bizonyitasa teljes indukcioval torténhet, ami a [6] konyvben
megtalalhato.

Térjiink most vissza az[I.8] Tétel méasodik bizonyitasara. A Jensen-egyenlétlenséget fogjuk hasznal-
ni a valés szamok halmazin szigortian konvex f(x) = 2? fiiggvényre, valamint az a; = a,
2 = b,t; = tésty = 1 —t szamokra, ahol a,b > 0 valos szamok és t € (0;1). Az a; és t; szamok
(i = 1,2) a Jensen-egyenlGtlenség feltételeinek megfelelnek, és az 22 fiiggvény valoban szigoriian kon-

vex, tehat alkalmazhato ezekre a tétel. Ezért igaz az, hogy
(ta+ (1 — t)b)? < ta® + (1 — t)b2.

Mivel mindkét oldal nemnegativ, ezért mindkét oldal négyzetgyokét véve ekvivalensen azt kapjuk, hogy
ta—+ (1 —t)b < \/ta® + (1 — t)b2.

Ezzel éppen a stlyozott szamtani és négyzetes kdzepek kozti Osszefiiggés adodott. Az egyenléség pedig
a Jensen-egyenlGtlenségheli egyenléség esetén all fenn, tehat valoban akkor, ha a = b. Hatravan még a
t=0¢és at=1eset, de ekkor nyilvanvaléan egyenlGség all fenn az Tételben, és ezzel a bizonyitas

készen van. O

Alkalmazzuk most az Tételt a feladatunk megoldasahoz. Legyen a = 5 a t = % sillyal, és

b=%azl—t= 1% sullyal. Ekkor a tételben szerepld egyenlStlenség ilyen alakot Olt:

wgood LG
TR 2) T8

13 13

2z + 3y < [x2 + y?
13 - 13

Mindkét oldalt beszorozva 13-mal, és kihasznélva a feladat z2 + 32 = 1 feltételét:

Ezt atalakitva adodik, hogy

2z + 3y < V13.
Egyenl6ség is fennall: a megfelels 2 és y értékeket az § = % és az 22 4+ y? = 1 Osszefiiggésekbol

szamolhatjuk ki. A kifejezéslink maximumértékére v/13 adodik. A minimum értéke pedig az . szakasz,
alapjan —/13.
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1.8. Hogy jon ide egy paraméteres diszkriminans?

Ebben a megoldasban (melynek 6tlete a [11] konyvbol szarmazik) némiképpen atfogalmazzuk az eredeti
feladatot. A keresend§ szélsGérték helyett bevezethetiink egy p paramétert: p = 2z + 3y. Ha ezzel fogal-
mazzuk meg a feladatot, akkor egy paraméteres egyenletrendszert kapunk, melyben az egyik egyenlet
els6-, mig a masik mésodfoki. A legnagyobb és legkisebb p-t keressiik tigy, hogy az egyenletrendszernek
legyen megoldéasa. El6bb-utobb egy diszkriminans vizsgélatahoz érkeziink.

A feladat szbvege alapjan a p paraméternek azt a legnagyobb és legkisebb értékét keressiik, hogy

az
2 2
z+y =1,
(1.6)
204+ 3y =p

egyenletrendszernek létezik megoldasa. A tovabbiakban csak a maximélis p megtalalasaval foglalko-
zunk. Ehhez a masodik egyenletbdl fejezziik ki az x-et: x = @. Ezt visszairva az els6 egyenletbe,

y-ra nézve egy masodfoku egyenletet kapunk:

p—3y\°
( > >+y2:1‘

Alakitsuk at ezt a masodfoki kifejezést a megszokott alakra, hogy a megolddképlet konnyen alkalmaz-

hato lehessen:
13y* — 6py + (p* — 4) = 0.

Ennek az egyenletnek pontosan akkor van valés megoldasa, ha a diszkriminansa nemnegativ, azaz, ha
igaz a
36p? — 52(p* —4) >0

Osszefiiggés. A tovabbiakban ennek az egyenlGtlenségnek keressiik a legnagyobb megoldésat p-re nézve.

Ezt ismét a kanonikus masodfoka alakra hozzuk:
~p*+13>0. (1.7)

Ezt a méasodfoku egyenl6tlenséget most grafikus modszerrel oldjuk meg. A bal oldalon szerepld p-t6l
fliggd fiiggvény grafikonja a fGegyiitthato negativitdsa miatt egy lefelé nyilo parabola, amely az[1.4]

abran lathato.

-5 fjg 0 p\ 5 10

1.4. abra. Grafikus moédszer
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Az egyenléség megoldasai (a fiiggvény zérushelyei) a p; = V13 és py = —/13 szamok, ezért a
parabola a vizszintes tengelyt a p;, p2 helyeken metszi.

Az egyenlGtlenség megoldasai azok a helyek, melyeknél a fliggvény értéke nemnegativ, te-
hét amikor a fliggvény grafikonja a vizszintes tengely folott helyezkedik el, ami po < p < p; esetben
teljesiil. Ezen megoldasok koziil a legnagyobb a p = p; = V/13. Ezutan az eredeti 2z + 3y kifejezé-
stink maximumbhelyét megkapjuk, ha az 1} egyenletrendszert megoldjuk a p = v/13 helyettesitéssel.
Természetesen ezt végigszamolva ugyanaz adoédik, mint az el6z8 megoldasi modszerekkel: a 2z + 3y
kifejezésnek az 2 + y? = 1 feltétel mellett a legnagyobb értéke /13, a legkisebb értéke —v/13.

1.9. Az algebra taladlkozasa a geometriaval

Az el6z6 szakaszban bevezetett

2 2
z+y =1,
(1.8)
20 +3y=0p
egyenletrendszert folfoghatjuk gy is, mint alakzatok egyenletei: egy koregyenlet és végtelen sok egy-
méssal parhuzamos egyenes (azaz egy egyenessereg) egyenlete. Azt a lehetd legnagyobb és legkisebb p
értéket keressiik, hogy a hozza tartozo egyenesnek és a kornek legyen kozos pontja, méas szoval a két

alakzat egyenletébdl all6 egyenletrendszernek legyen megoldasa.

1.5. abra. Szemléltetés: a (2;3) vektorra merdleges egyenesek

A széban forgé parhuzamos egyenesek egyik normalvektora a (2;3) vektor (lasd az|1.5/abrat). Ezen
egyenesek a p paramétertdl fiiggden az x tengelyt = = §-ben metszik, igy p névelésével az egyenesek a
(2;3) vektor irdnyaban ,folfelé” mozdulnak el. Vilagos, hogy a lehets legnagyobb p érték, amelyre az
adott egyenesnek van kozos pontja a korrel akkor adodik, amikor az egyenes éppen érinti a kort.

Tudjuk, hogy a kor érintGje mer6leges az érintési pontba hazott sugarra, igy most azt a sugarat
keressiik, amelyik parhuzamos az egyenes normalvektoraval. Emiatt ennek a sugarnak a végpontja

(x;y) = (2X; 3\) alaku, tehat ezen koordinatak kielégitik a koriink egyenletét:

(20)% 4 (3M)2 = 1. (1.9)
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Ezt megoldva adédik, hogy melyek lesznek az érintési pontok, amelyeken &thaladd egyenesek a leg-
nagyobb és legkisebb p értéket szolgaltatjak. Az (1.9) egyenlet megoldasai a A\ = \/%;3, A = —\/%
. 1z 2 _ 2 _ 3 R _ 2
szamok, amelyek behelyettesitésével nyerjiik, hogy =1 = T3 S = g tovabbéd zo = T3 ¢
Yo = _\/ifg' Ezeket az értékeket az 1' egyenletrendszer mésodik egyenletébe behelyettesitve kapjuk,
hogy pmax = 21 + 3y1 = V13 €S Ppin = 222 + 3ys = —V/13 a p paraméter lehetséges maximaélis és

minimalis értékei.

1.10. Bemutatkoznak a Lagrange-multiplikatorok

A kovetkezd megoldashoz magasabb szintii analizist hivunk segitségiil, mely éppen ahhoz ad iranymu-
tatast, hogy ha egy megfelels tulajdonsagu kétvaltozos f(z;y) fliggvénynek a szélsGértékeit keressiik
valamilyen F(x;y) = 0 feltétel mellett, akkor milyen, f-re és F-re vonatkozo sszefiiggésekkel juthatunk
el a szélsGérték-jeloltekhez. Lényegében megadunk egy modszert ilyen tipust feladatok megoldasdhoz
hasonléan, mint ahogyan egyvaltozos fliggvények szélsGérték-vizsgalatahoz is a derivalast bevezettiik.

Ehhez némi el6késziiletre van sziikség: egy definiciéval kezdjiik.

1.11. Definicié. Legyen az f kétvéltozos valos értéki fiiggvény értelmezve az (a;b) € R? pont egy
kornyezetében. Tovabba legyen F' kétvaltozos valos értéki fiiggvény, amely értelmezve van az (a;b)
pontban, és tegyiik f6l, hogy F(a;b) = 0. Ekkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek feltételes lo-
kdlis minimuma van az (a;b) pontban az F(a;b) = 0 feltétel mellett, ha létezik olyan § > 0, hogy
f(z;y) > f(a;b) minden olyan (z;y)-ra, amelyre igaz, hogy |(z;y) — (a;b)| < § és F(z;y) = 0.

Ehhez hasonloan, az f fliggvénynek feltételes lokdlis maximuma van az (a;b) pontban az F(a;b) =0
feltétel mellett, ha létezik olyan § > 0, hogy f(z;y) < f(a;b) minden olyan (z;y)-ra, amelyre igaz,
hogy |(z;y) — (a;b)| < & és F(x;y) = 0.

Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek feltételes lokdlis szélséértéke van az (a;b) pontban az
F(a;b) = 0 feltétel mellett, ha feltételes lokalis minimuma vagy feltételes lokalis maximuma van ebben

a pontban.
A feltételes szélsGértékekkel kapcsolatban alapvets eredmény a kovetkezd.

1.12. Tétel (Lagrange-féle multiplikator modszer). Legyen F' kétvdltozos valds értéki figgvény, amely-
re F(a;b) = 0 és F folytonosan differencidlhato (a;b)-ben (azaz egy kornyezetben léteznek a parcidlis
derivdltjai és ezek folytonosak (a;b)-ben). Tovdbbd legyen f kétvdltozds valds értékd figguény, amely
folytonosan differencidlhats az (a;b) pontban. Ekkor ha az f fiigguénynek feltételes lokdlis szélsGértéke
van az (a;b) pontban az F(a;b) = 0 feltétel mellett, akkor vannak olyan A és p egyszerre nem nulla

valds szamok, hogy

A0y f(a;b) + po1 F(a;b) =0, (1.10)
As f (a3 b) + pdoF(a;b) = 0, '

azaz
Agrad f 4+ pgrad F' = 0,

vagyis o grad f €s a grad F' gradiensvektorok pdrhuzamosak.

A tétel bizonyitasa mélyebb eszkozoket igényel, ezért most eltekintiink téle. A részletek megtalal-
hatok a [6] konyvben.
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Tovabba fol fogjuk hasznalni az Tétel tobbvaltozos altalanositasat is a feladatunk megoldasa-
hoz, tgyhogy ezt is megfogalmazzuk (bizonyitas nélkiil) miel6tt belevagunk a megoldas levezetésébe.
(A bizonyitast lasd a [6] konyvben.)

1.13. Tétel (Weierstrass 1. tételének altalanositasa tobbvaltozos fiigvényekre). Legyen A C R™ nem-
tres, korldtos és zdrt halmaz, €és legyen f: A — R folytonos fiigguény. Ekkor f korldtos az A halmazon,

és az A-n felvett értékei kozott van legnagyobb és van legkisebb érték.

Alkalmazzuk elészor az Tételt a feladatunk megoldasahoz. Legyen
F(z;y) =a® +y* — 1.

Ekkor F értelmezési tartoméanya R?, és a fiiggvény ezen halmaz minden pontjaban folytonosan differen-
cidlhato, hiszen kétvaltozos polinom. A feladatunk szerint azon (z;y) pontokkal foglalkozunk, melyekre
igaz, hogy z2 + y? = 1, azaz F(x;y) = 0. Tehat ezen (z;y) pontokban is folytonosan differencidlhato
a fliggvényiink, ahogyan azt az Tételiink megkoveteli. Tovabba legyen

f(xsy) = 22 + 3y,

amely ugyancsak folytonosan differencialhaté fliggvény, hiszen szintén kétvaltozos polinom. A feladat
szerint ennek keressiik a feltételes szélsGértékeit az F(z;y) = 0 feltétel mellett. Mivel az 22 + y? = 1
egyenletti korvonal nemiires, korlatos és zart halmaz, tovabba f folytonos fiiggvény, ezért az Tétel
alapjan léteznek a feltételes szélsGértékek, tehat az Tétel szerint vannak olyan A\ és p egyszerre
nem nulla valés szamok, amelyek kielégitik az egyenletrendszert. Mivel jelen esetben

81f = 2, (91F = 2:6, 82f =3 és 82F = 2y,

ezért ha az (z;y) pontban feltételes szélsGérték van, akkor a kovetkezs egyenletrendszert nyerjiik:

A-24pu-2x =0,
A3+ p-2y=0.

Ehhez célszert hozzavenniink még az F(x;y) = 0 feltételt is:

A-24p-2x =0,

A3+ p-2y=0,

z? + y2 =1
Vegyiik észre, hogy A # 0, mert ha A\ = 0 volna, akkor igaz lenne p-2x = 0 és -2y = Ois az 22 +y> = 1
feltétel mellett. Ez viszont csak akkor lehetséges, ha a p is egyenld lenne 0-val, ami nem lehet a tétel

alapjan, mert A és p egyszerre nem nulla valos szamok. Igy bevezethetiink egy 1j jelolést:

K
P oy,

A

amivel haromra csokkentettiik az ismeretlenek szamat. Az igy kapott egyenletrendszer:
24+ a-2x =0,
3+ a-2y =0,
2 + y2 =1.
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Fejezziik ki z-et és y-t o segitségével:
xr = —a €s Yy = _ﬁ

Ezeket beirjuk a harmadik egyenletbe, és kapjuk, hogy

1 . 9 1
a2 4a?2
Ezt atrendezve adodik, hogy p? = %, azaz [ = i@. Visszahelyettesitéssel nyerjiik, hogy az f

fliggvénynek feltételes lokalis szélsGértékei vannak a <\/L1—3, \/%) és a <—\/%—3; —%) pontokban. A

feltételes maximum helye az el6bbi pontban van, mert ott nagyobb az f értéke, mig az utébbi a

feltételes minimum helyét adja meg.

Kitekintés (Lagrange-multiplikdtor modszer szemléletes jelentése). Az alabbiakban egy szemléletes
képet adunk arrél, hogy a valésdgban mit is jelent az el6bbiekben targyalt Lagrange-féle multiplikator
modszer. Képzeljlink el egy domborzatot, amelynek a keziinkben van a térképe: példaul az és az[1.7]
abran egy hegy lathato. A hegyen egy 0svény vezet, amelyet a térkép is mutat. Arra vagyunk kivancsiak,
hogy az 6svényen haladva mikor vagyunk utunk soran a legmagasabb, illetve a legalacsonyabb helyen. A
térképen szintvonalakkal jel6lik az azonos magassigi helyeket, de természetesen a térkép nem abrazol
minden szintvonalat, azonban tudjuk, hogy minden ponton athalad szintvonal valahogyan. Ha utunk
egy szintvonalon &t vezet, akkor abban a pontban biztosan nem lehetiink sem legmagasabban, sem
legalacsonyabban, mert a szintvonal keresztezésekor vagy folfelé haladunk, vagy lefelé haladunk éppen.
Azaz vagy van magasabb, vagy van alacsonyabb pont utunk soran. Ebbdl szemléletesen kovetkezik,

hogy csak ott lehetiink szélsé helyzetben, ahol szintvonalat érint az utunk.

1.6. abra. Hegylink az tttal és a magassagi korokkel

Ez pontosan azt jelenti, hogy az utunknak és a szintvonalnak koézos érintGje van, ami ekvivalens
azzal, hogy utunk gorbéjét meghatarozé F' fliggvény gradiense és a szintvonalat meghatarozé f fligg-
vény gradiense egyméassal parhuzamosak. Eppen ezt hasznaljuk ki, mikor a Lagrange-multiplikatorokat
bevezetjiik.

Ezt az okoskodast az el6z6 feladaton is szemléltethetjiik: a . dombunk” az f(x;y) = 2z+ 3y fiiggvény
grafikonja, a térképen latjuk az osvény vetiiletét az xy sikra, ami pedig az 22 4+ y? = 1 egyenletti kor.
Eszerint val6jaban a ,,domb”, amelyen sétalunk egy sik, és az utunk valédi alakja egy ellipszis. A sikunk

szintvonalai a 2z + 3y = p egyenleti sikok f(z;y) sikkal vett metszetének a merdleges vetiiletei az xy
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1.7. dbra. Hegytink feliilnézetbdl; ezt latjuk a térképen

sikra (ezek egyenesek). A feladat kérdése pedig éppen az, hogy melyik ezen egyenesek koziil az, amelyik

érinti az x2 + 32 = 1 egyenletii kort.



2. fejezet

Maximumkeresés harmadfokon

A masodik feladatban egy harmadfoki kifejezés maximuméat keressiik. Kézenfekv lenne derivalés-
sal nekilatni, de a feladat kittiz6i differencidlszamitas nélkiili, elemi okoskodasra kivancsiak. Négyféle
megoldast fogunk bemutatni, melyeket nemcsak konkrétan erre a kifejezésre lehet alkalmazni, hanem
harmadfoku kifejezések igen széles korére. Ebben a fejezetben is hasznéljuk majd a nevezetes koze-
pek kozti Osszefliggéseket, de elGkeriil a Bernoulli-egyenlGtlenség és a végén még a Cardano-formula
is. Az eredeti feladat, amely a Kozépiskolai Matematika Lapok B. 3467. szamu feladvanya volt 2001

méajusaban, a kovetkez&képpen szol.

2. Feladat. Keressiik meg az x(1 + x)(3 — x) kifejezés maximumat a pozitiv szamok korében a diffe-

rencidlszamitas alkalmazasa nélkil.

2.1. El6zetes meggondolasok

A feladatban szerepld z(1+z)(3—z) kifejezés értéke az x > 0 feltétel mellett lehet pozitiv és nempozitiv
is. Valoban, mivel z > 0 esetén z(1+x) > 0, ezért az x(1+x)(3—x) szorzat értéke pozitiv, ha 0 < x < 3,
és negativ, ha = > 3. Mi a kifejezés maximuméra vagyunk kivancsiak, amely tehat egy pozitiv szam
kell, hogy legyen, ha egyaltalan létezik. Ezért a maximumot elegends a 0 < x < 3 feltétel mellett
keresniink.

Els§ 1épésként érdemes atgondolni, hogy az a maximum, amelyet keresiink, valoban létezik. Vegyiik
észre, hogy az f(x) = x(1 + x)(3 — z) fiiggvény folytonos a valos szamok halmazan, hiszen polinom.
A (0;3) intervallumon nem alkalmazhatjuk az Tételt a maximum létezésének garantalasara, mert
béar a (0;3) intervallum nemiires és korlatos, azonban nem zéart. Ezért valtoztassunk kicsit a feladaton.
Ha a [0; 3] intervallumon keresnénk a maximumot, akkor biztosan mondhatnank, hogy az létezik, mert
az Tétel minden feltétele teljesiil. Ebben az esetben konnyen latjuk, hogy a maximum nem az
intervallum végpontjaiban van, hiszen f(0) = f(3) = 0, és ha 0 < = < 3, akkor f(z) > 0, ezért
a maximum valamely bels6 pontban vétetik f6l. Ebbdl kovetkezSen az f fliggvénynek valoban van

maximuma a (0; 3) nyilt intervallumon.

2.2. Ismét kozepek a lathataron

Mint szélséérték-feladatok kapcsan oly gyakran, els6 6tletként megint a nevezetes kozepek juthatnak

esziinkbe, am az z(1 + x)(3 — x) szorzat tényezdinek szaméabol adodoan most két tagi helyett harom

22
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tagu kozepekkel fogunk célhoz érni.
A két tagra megfogalmazott [I.5] Tételt altalanosithatjuk tobb tagra is.

2.1. Tétel (Szamtani és mértani kozepek kozti egyenlétlenség n tagra). Bdrmely ay, . . ., a, nemnegativ

valds szamok esetén igaz, hogy

a ...ta
ait...tan > v/ai. . an.
n
Egyenldség pontosan akkor dll fonn, ha a1 = as = ... = a,.

Mivel a feladatmegoldashoz a Tétel n = 3-ra vonatkozo esetét fogjuk felhasznalni, ezért erre

mutatunk egy Otletes bizonyitést, amely Augustin Louis Cauchy nevéhez fiiz6dik.

Bizonyitds. A bizonyitas alapgondolata a kévetkezd. Az n = 2 tagra vonatkozd esetet méar belattuk
az[L.5] Tétel bizonyitasakor. Ezt felhasznélva fogunk kovetkeztetni arra az esetre, amikor n = 4, s ebbdl
fogjuk megkapni még egy lépéssel kés6bb az n = 3-as eset igazsagéit. A bizonyitasban az egyszeriiség

kedvéért aq, a9, as,as helyett a, b, c,d jelolésre tériink at.

Az n = 4 esetén fennallo Osszefiiggéshez irjuk ol az “7“’ és % szamokra a két tagra vonatkozo
egyenlGtlenséget:
a+b+c+d
9 2 a+b c+d
> . . 2.1
2 - 2 2 (21)

A bal oldalon megjelent az a, b, ¢, d szdmok szidmtani kozepe:

a+b c+d
o TT9  atbtctd
2 B 4 ‘

A (2.1) egyenl6tlenség jobb oldalan pedig a négyzetgyokjelen beliili tényezSkre ismét alkalmazzuk a

két tagra bizonyitott Osszefliggést, azaz

b ctd
\/“; 'C; > \/VabVed = Vabed. (2.2)

Ezért ha a (2.1) és a (2.2) egyenlStlenséget Gsszevetjiik, akkor éppen a kivant osszefiiggést nyerjiik:

a+b+c+d

1 > Vabed.

Az egyenlséghez sziikséges és elégséges, hogy a (2.1) és a (2.2) egyenlStlenségben egyenlség alljon,
ami az n = 2-es eset alapjan az a+b = c+d, a = b és c = d feltételeket jelenti, ahonnan a =b=c=d
adodik.

A héarom tagra vonatkozo Osszefiiggést ebbdl tgy kapjuk meg, hogy az a, b, ¢ és

%b‘*'c szamokra

alkalmazzuk a négy tagra belatott egyenlGtlenséget. Ekkor els6 1épésben az alabbi 6sszefiiggést nyerjiik:
a+b+c

a+b+c+ ——
1 3 > ﬁaba%b_'_c. (2.3)

Ennek bal oldalédn az a, b, ¢ szdmok szamtani kozepe all, hiszen

. a+b+c
a+ +c+T a+b+c+a+b+c_4a+4b+4c_a—l—b—l—c

4 4 12 12 3
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A (2.3) egyenlStlenség jobb oldalan 16v6 gyokvonast pedig a gyokvonas azonossagai szerint a kévetke-
z6képpen is frhatjuk:

b b
4 abe - % — Vabe - { %
A (2.3) egyenlStlenség a két oldalanak atalakitasa utan a kovetkezd alakot olti:

a+b+62m_4a+b+c.
3 3
Ennek mindkét oldalat negyedik hatvanyra emelve (ez ekvivalens atalakitas, mert a, b és ¢ nemnegativ

szamok), majd az %b*c kifejezéssel osztva a kovetkezd adddik:

b 3
<a+3+0> > abe.

(Ha %lﬂrc = 0, azaz a = b = ¢ = 0, akkor nem oszthatunk az %HC

kifejezéssel, de az iménti
egyenl&tlenség ebben az esetben is nyilvan igaz.) A harom tagra bizonyitando osszefiiggést megkapjuk,
ha kébgyokot vonunk mindkét oldalbol:

LZH_C 2 \3/ abC.

3
Egyenl6ség pedig pontosan akkor all fonn, amikor a (2.3) egyenlStlenségben, vagyis ha
a:b:c:%m,azaza:b:c. OJ

AR] Tétel segitségével, annak is az n = 3 tagra vonatkozo esetével fogunk nekilatni a2} feladatnak.
Nem vagyunk kénnyt helyzetben, mert ha az x(1+z)(3—x) kifejezés szorzotényezsinek szamtani, illetve
mértani kozepét vessziik, abbol még nem tudunk kovetkeztetni a [2.I] Tétel alapjan a maximumra.
Nézziik ugyanis, mi torténne, ha a1 = x, ag = 1 + z és ag = 3 — x szereposztassal alkalmaznank a[2.1]

Tételt:
r+1+zx+3—=x

3

> Va(l+3)(3 - xz),
ami atalakitva:
T+ 4
3

EgyenlGség akkor teljesiilne, ha © = 1 + 2 = 3 — z, de ilyen x nincs. Masrészt a fels§ korlatként

> {z(1+2)(3—2).

adodott %‘M kifejezés tovabbra is fligg z-t6l. Ez azt jelenti, hogy ebbdl az egyenlGtlenségbdl a jobb oldal
maximumaéra vonatkozéan nem vonhatunk le kovetkeztetést. Hogy mégis célba érjlink, néhény triikkos
Otletet is be kell vetniink. Vajon milyen tagokat érdemes hasznalnunk a koézepek egyenl6tlenségében, és
azokat milyen egyiitthatokkal? Erre mutatunk most egy lehetséges megoldast, és a kdvetkezs szakaszban
egy masikat.

Vezessiik be az y = x — b 4j valtozot, ahol a b valés szamot Ggy hatarozzuk meg, hogy
2(1+2)(3 - ) = yla—y?) + K (2.4)

teljesiiljon valamely a és K valos szamok esetén. Méas szoval az 1j valtozoval adodod kifejezésben ne
szerepeljen masodfoku tag. Az egyenl$ egyiitthatok modszerével konnyedén megkaphatjuk az a, b és
K konkrét értékeit, amelyek mellett igaz a fenti egyenl@ség. Ehhez alakitsuk at a (2.4) egyenlet jobb
oldalat:

yla—y*)+K = ay—y> + K = ax—ab— (2> —3bx* +320* b3+ K = —23+3bz? +2(a—3b*)+(b° —ab+ K).
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Ezen kiviil a (2.4) egyenlet bal oldalan végezziik el a szorzast:
z(1+2z)(3—x) = —23 + 222 + 3.

A két oldalnak meg kell egyeznie, tehat a két oldalon a megfelel§ egyiitthatoknak egyenlének kell lennie,
azaz az x’ egyiitthatoira igaz, hogy 3b = 2. Ebbdl kovetkezik, hogy b = % Tovabba x egyilitthatdi a
két oldalon: —3b? + a = 3, amibdl a mar ismert b érték alapjan a = 13—3 adoédik. Valamint a konstans
tagok is megegyeznek, vagyis b> — ab + K = 0, amibél a és b értéke alapjan kiszamolhaté a K = 7%
érték is. Tehat az eredeti kifejezésiink igy is irhato:

dl+@@aﬂ=y<§3f>;g (2.5)
A tovabbiakban ennek a maximumét keressiik. Fontos leszogezniink, hogy milyen y értékeket enged-
hetiink meg. Eredetileg a 0 < < 3 intervallumon kerestiik a szélsGértéket. Tudjuk, hogy y = x — %,
ebbdl y-ra a —% <y< % értékek adodnak. Az y < 0 esetet kizarhatjuk, hiszen ekkor jobb oldala
nempozitiv, marpedig a szakaszban megéallapitottuk, hogy bal oldalanak maximuma pozitiv,
amennyiben létezik. Tovabbé kizarhatjuk a \/g <y< % értékeket is, hiszen ekkor a egyenlet
jobb oldalén szerepl§ zarojelben egy negativ kifejezés allna, és igy a kifejezés nem lehet maximalis, mert

al<y< ,/13—3 intervallumban 1év6 y értékek esetén ebben a zardjelben egy pozitiv szam szerepel.

Tehat a maximumbhely-keresést a 0 < y < \/1;3 intervallum y értékei kozott elegendd végezniink.

A maximumhely-keresés szempontjabol a egyenlet jobb oldalan szerepl konstans taggal nem
kell foglalkoznunk. A konstans nélkiili szorzat helyett pedig a négyzetének kétszeresét fogjuk vizsgalni.
Ezen két kifejezés maximumértéke mas lesz nyilvanvaldéan, de a maximumbhelyeik meg fognak egyezni,
mert a0 <y < \/13z intervallumban az y (1—33 — y2) kifejezés értéke pozitiv.

A fentiek alapjan foglalkozzunk mostantol az 12 (? — y2)2 kifejezéssel, ahol 0 < y < 4/ ? A

szamtani és mértani kozepek kozti Osszefiiggést az a1 = 2y? és as = ag = % — y? szamokra frjuk fol:

13 13
%”+<3—yﬂ—%(3—yﬁ 13 2
232w2< -—ﬁ)- (2.6)

5 i

Ez a feliras azért szerencsés, mert a bal oldalon kiesnek az y-tol fliggd tagok, igy egy konkrét szadm ma-
rad, mig a jobb oldalon éppen a kérdéses kifejezésiink kobgyoke jelent meg, amelynek a maximumbhelyét
keressiik. Ezzel megkaptuk a vizsgalt szorzat egyik fels6 korlatjat. A szamtani és mértani kozepek kozti

Osszefiiggés alapjan pedig tudjuk, hogy csak akkor teljesiil egyenldség a (2.6)) egyenlStlenségben, ha

13
2% = = — 2
v =5y

Vagyis eszerint az
y=-— (2.7)

helyen veszi fel a maximumértékét az y (% — y2) kifejezés (is). Ez a maximumérték pedig

V13 /13 13 26
Y22 = V18,
3 (3 9) 27J§

Ehhez az értékhez még hozza kell adnunk a (2.5 egyenletbsl a maximumhely-keresés kozben elhanya-

golt konstans tagot, vagyis az eredeti x(1 + x)(3 — x) kifejezés maximumértéke: 2—$\/ 13 + %,

5 amit az
r=y+b= ‘/TT?’ + % helyen vesz fel.
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2.3. UV triikk

Az el6z6 megoldashoz hasonléan most is a szamtani és mértani kozepek kozti Osszefliggést fogjuk
alkalmazni szintén harom tagra. Viszont a megfelel§ tagok megtalaldsdhoz most még furfangosabb
ut fog vezetni. Az 6tlet az eredeti K6Mal feladat 2001 novemberében kozolt hivatalos megoldésaibol
szarmazik.

Hivjuk segitségiil az x(1+x)(3—x) kifejezésiink egyenletbeli felirdsat a bevezetett y valtozoval,
s a konstans tagtol megint tekintsiink el a maximumkeresés alatt. A tovabbiakban tehat az y(% —y?)
kifejezéssel foglalkozunk, amelynek a maximumat a 0 < y < \/1;3 intervallumon keressiik. A négyzetek

kiilonbségére vonatkozé ismert azonossag alapjan

(5-0) () (/5

Tekintsiik ezt a haromtényez6s szorzatot. Ennek a tényezdi vajon alkalmasak lesznek-e arra, hogy a
szamtani és mértani kozepek egyenlStlenségével helyes kovetkeztetést tudjunk levonni a maximum-
hellyel kapcsolatban? Ehhez sziikséges lenne, hogy a szamtani kozepiik egy y-tol nem fiiggd szdm
legyen. Ennek a hidrom tagnak a szdmtani kdzepe sajnos fligg y-t6l, viszont be tudunk vezetni olyan

egyiitthatot vagy egyiitthatokat, hogy megfelels legyen a szamtani k6zép, azaz ne fliggjon y-tol. Az

RRCE

kifejezésben (ami a kérdéses szamtani kozép szamlaloja) két y van pozitiv elGjellel, és egy negativ
elgjellel. Ha azt a tagot, amelyikben (—y) szerepel, 2-vel megszorozzuk, akkor ez az 1j kifejezés méar
nem fog y-tol figgni. Igen am, de ez még nem elégséges ahhoz, hogy ennek segitségével tudjunk a
maximumra kovetkeztetni. Ugyanis ez esetben a szadmtani és mértani kozepek kozti Osszefiiggés ezt

mondja ki:

3 3 - 3 ’

és az egyenlGség pontosan akkor &ll fenn, ha y = 2 ( 13—3 — y) =4/ 1—?? + y. Jelen esetben azonban

egyenl@ség sosem all fonn, hiszen nincsen olyan y, amelyre igaz lenne az, hogy y = 1/%3 +y.
Kovetkez6 otletiink (ami végiil célravezets is lesz), hogy két taghoz is bevezetiink u és v pozitiv
valos egyiitthatokat. Az u egyiitthatoval az y tagot latjuk el, mig a v egyiitthatéval a ./13—3 — y tagot

ugy, hogy a vizsgalt szamtani kozépbdl kiessenek az y-t tartalmazoé tagok, azaz az
uy+v< %fy>+(\/%+y> (u—v+1Ly+/Bw+1)
3 B 3

kifejezés ne fliggjon y-tol. Ekkor igaz kell legyen az, hogy az y-os tag egyiitthatoja 0, vagyis

u—v+1=0.

Ez alapjan v = u + 1 a kapcsolat a bevezetett egyiitthatok kozott.
Irjuk 5] most is a szamtani és mértani kozepek kozotti Osszefiiggést a megfelels egyiitthatokkal

ellatott tagokra:

oo (V) (f o) 2T (00 e

3 3

3
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és az egyenlGség pontosan akkor &ll fenn, ha

uy—v( ?—y)-ﬁ—ky. (2.8)

Pontosan akkor fogjuk megkapni a kérdéses y( % — y) (,/ % + y) kifejezés maximumét, amikor
a (2.8) egyenlSség fennall, ugyhogy keressiik meg ehhez a megfelel u, v és y értékeket. A v helyére
behelyettesitjik az (u + 1)-et, s igy a (2.8)) két egyenlségében csak két ismeretlen fog szerepelni. Az

uy = v E— = Eu—i— E—u—
Y= \/3 Y *\/3 \/3 y—y

egyenletbdl y-t kifejezhetjiik:
By41)
valerlh (2.9)

2u+1
(Ezt az atrendezést biztosan megtehettiik, ugyanis nem lehet 0 a nevez&ben, mert u-t pozitiv valos

elsd

’y:

szamként vezettiik be, azaz nem lehet az értéke —%) Hasonl6an, a méasodik

13
uyzwg—i-y (2.10)

13
V3
Y= u—tr
(Feltehetd, hogy uw # 1, mert az u = 1 esetben a ([2.10)) egyenl6ségbdl nem kapnénk y-ra megoldast.)

Tehat (2.9) és (2.11)) alapjan fennall az alabbi egyenléség:

\/?(u—i-l)_ 13—3
ut+1 u—1'

Ezt az egyenletet ekvivalens médon atalakitva az

egyenletbdl is kifejezziik y-t:

(2.11)

u' —2u—2=0
masodfokii egyenlethez jutunk. Ennek pozitiv megoldésa csak az u = 1 + /3. Ebb6l az u értékbsl a

13
v=2+3ésy= \/? = @ értékek adoddnak.

u—1

Megkaptuk ugyanazt az y értéket, amelyik az el6z6 szakaszban is adodott (lasd a (2.7)) Osszefiiggést):
az y(l—; —y?) kifejezés ezen y érték mellett lesz maximélis. Innentsl ugyantgy jutunk el az (1+z)(3—x)
kifejezés maximumanak értékéhez, mint az el6z6 szakaszban.

2.2. Megjeqyzés. A és a szakaszban targyalt megoldési utak alkalmazhatoéak barmely ¢ pozitiv
valés szdmhoz tartozo cx — o3 kifejezés pozitiv z-eken vett maximumhelyének (vagy 2% — cx kifeje-
zés negativ x-eken vett minimumhelyének) meghatéarozasara. Ennél viszont gyorsabb, ha egyszertien
visszavezetjik a kérdést a mar megoldott feladatra. Ehhez vezessiik be az y = Ax jelolést, ahol a A
pozitiv paramétert kés6ébb vélasztjuk meg. Ekkor az alabbi alakra modosul a kébos kifejezésiink:

cr — 1 = %y— (%)3 = % ()\QCy—yg) .
Ha ezt a feladatban megoldott esetre akarjuk visszavezetni, akkor a A2¢c = 13—3 valasztas célszert, s ebbdl

kapjuk, hogy A = W% lesz a megfelel§ paraméter. Ekkor

1 /13
— 3:— _— 2
cx —x /\3y(3 y>

ahonnan a maximum értéke y (% — y2) maximumébol konnyen adodik.



2. FEJEZET. MAXIMUMKERESES HARMADFOKON 28

2.4. Ismerkedjiink Bernoullival!

A kovetkezd megoldashoz a Jakob Benoulli svajci matematikusrol elnevezett egyenlStlenséget fogjuk
hasznalni (ennek otlete a [8] el6adasbol szarmazik). A Bernoulli-egyenlStlenség legelterjedtebb bizonyi-
tasa teljes indukcioval torténik, ezért mi most egy kevésbé ismert gondolatmenetet fogunk ismertetni,

mely a mértani sorozat Osszegképletét hasznalja. Ez a bizonyitéas a [12] cikkben olvashato.

2.3. Tétel (Bernoulli-egyenlétlenség). Ha x > —1 valds szam és n tetszdleges pozitiv egész szam, akkor
1gaz, hogy
(14+2)" > 1+ nx.

Egyenldség pontosan akkor dll fonn, ha n =1 vagy x = 0.

Bizonyitds. Vegyiik azt a szamsorozatot, amelynek minden tagja 1, azaz ay = 1,a2 = 1,a3 =1,.... Ez
tekinthetd egy olyan szédmtani sorozatnak, amelynek differenciaja d = 0, vagy olyan mértani sorozatnak,
amelynek a hdnyadosa ¢ = 1. Ezen sorozat els6 n tagjanak Osszege n.

Véaltoztassunk most ezen a sorozaton gy, hogy mértani sorozat maradjon, a; = 1 legyen tovabbra
is, de a hényadosa legyen ¢ = 1 + z, ahol az = pozitiv valés szam. Ekkor a tagokat as-t6l kezdve
noveltiik, emiatt, ha legalabb két tag van, akkor az els6 n tag Osszege is tobb lesz, mint az eredeti
esetben. Most az els6 n tag Osszegére q # 1 miatt az

q" —1
qg—1
Osszegképletet fogjuk hasznalni. Ebbe a ¢ = 1 + = és az a; = 1 értékeket behelyettesitve az
(I+z)"—-1 (A+2)"-1

Sp — a1

S =

" (14+z)—-1 x
Osszefiiggést kapjuk. S mivel ez n > 1 esetén nagyobb, mint az eredeti sorozatunk els§ n tagjanak
Osszege, ezért igaz az alabbi egyenlGtlenség:

1+z)"—1

x

> n.

Ezt atrendezve éppen a Bernoulli-egyenldtlenséget (rdadasul szigoru egyenlStlenséggel) kapjuk arra az
esetre, ha x > 0 és n > 1.

Ha az eredeti sorozaton ugy valtoztatunk, hogy mértani sorozat maradjon, a; = 1 legyen tovabbra
is, de a hanyadosa ¢ = 1 + « legyen, ahol az z-re —1 < x < 0 teljesiil, akkor a mértani sorozatunk
most szigorian csokkend lesz (kivéve az x = —1 esetet, amikor a mésodik tagtol kezdve minden tag
0), tgyhogy ezen sorozat elsé n tagjanak osszege n > 1 esetén kisebb az eredeti Gsszegnél. Tehat az

el6z6hoz hasonldéan azt kapjuk, hogy
(1+z)"—1
x

<n.

Ha ezt helyesen atrendezziik, azaz figyeliink arra, hogy az x-szel valé szorzaskor megfordul a relacios jel
(mert = < 0), akkor megkapjuk a Bernoulli-egyenl&tlenséget (raadasul ismét szigoru egyenlétlenséggel)
arra az esetre, ha —1 <z <0ésn > 1.

Az elébbiekben tehat belattuk, hogy ha n > 1 és x # 0, akkor szigoru egyenl&tlenséggel teljesiil
a tétel egyenlGtlensége. Mar csak az van hétra, hogy az x = 0 és n = 1 esetekben igazoljuk, hogy
egyenlGség all fonn. Az x = 0 esetben a bal és a jobb oldal is 1-gyel egyenls, azaz valoban fennall az
egyenléség. Az n = 1 esetben mindkét oldal (1 + x)-szel egyenld, tehat ekkor is teljesiil az egyenléség.
Ezzel belattuk a tételt. O



2. FEJEZET. MAXIMUMKERESES HARMADFOKON 29

A )] feladat megoldasahoz egy olyan segédtételt fogunk segitségiil hivni, amely az iménti Tétel

n = 3-ra vonatkozo specialis esetének a kovetkezménye.
2.4. Tétel. Barmely x > 0 valds szamra igaz, hogy
> — 3z > —2.
Egyenldség pontosan akkor dll fonn, ha x = 1.
Bizonyitds. A bizonyitashoz hasznéljuk fel az alabbi észrevételt:
? =1+ (z - 1)

Azért szerencsés szamunkra ez az alak, mert ha © — 1 > —1, azaz x > 0, akkor alkalmazhato ra a[2.3|

Tételnek az n = 3-ra vonatkozo esete. Ekkor az alabbi Osszefiiggést nyerjiik:
B=[+@-1DP>1+3x—-1)=3z—2.

Ezt atrendezve a bizonyitando egyenlStlenséget nyerjiik. Egyenléség pedig nyilvanvaléan akkor all fonn,

amikor a Tétel esetében, vagyis pontosan akkor, amikor x — 1 =0, azaz = = 1. O

A 2] Tételt célszert egy 1j z valtozoval felirnunk, hogy ne keverjiik ossze az eredeti maximaliza-
landé kifejezésiinkben 16v6 z-szel. Ekkor barmely z > 0 valos szamra igaz, hogy 2% — 3z > —2, amit

(—1)-gyel valé beszorzas utan igy is irhatunk:
3z — 23 < 2.

A kovetkezs otlet az, hogy szorozzuk be mindkét oldalt ¢3-bel, ahol ¢ valamilyen pozitiv valés szam.

Ekkor az aldbbi egyenlStlenséghez jutunk:
3c2(cz) — (e2)® < 263 (2.12)

Ez az atalakitas onnan juthat esziinkbe, hogy felidézziik a (2.5)) egyenletet, melyben a maximalizadlando

kifejezés hasonlé alakban szerepel, amit az y-nal (ahol y = = — %) valé beszorzas utan a kovetkezs
alakban is {frhatunk: 3 -0
1 3—x)=—y—y— —.
e(l+2)B-2)=Fy—y —

Ebben az osszefiiggésben a. szakaszban targyaltak miatt 0 < y < \/%. Ha most a (2.12)) egyenl6t-
13 @)
3 3

lenségben 3¢ = 13 (azaz ¢ = és cz =y, akkor azt kapjuk, hogy

3

70 2613 —70
27 271

3
13 5 70 _ 5 70 _ (m)

Egyenlgség pedig a Tétel szerint pontosan akkor all fenn, ha z = 1. A z és ¢ értékébdl tudunk

kovetkeztetni y-ra: y = cz = @ Tehat az z(1 + x)(3 — =) kifejezés maximuma a pozitiv szamokon

%?—707 amit az Tmax =y + b = @ + % helyen vesz fel.
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2.5. Kilyukadunk a Cardano-formulanal

A szakaszban mar tisztaztuk, hogy létezik az x(1 + x)(3 — x) kifejezésnek maximuma a pozitiv
valés szamok halmazan. Az alabbi megoldasban ezt felhasznalva a kovetkezdképpen fogunk okoskodni:
ha az z(1 + z)(3 — z) kifejezést egyenl6vé tessziik a maximalis értékkel, akkor a kapott egyenlet gyo-
keir6l le tudunk vonni néhany hasznos kévetkeztetést. Ezutan az egyenld egyilitthatok modszerével egy
héromismeretlenes egyenletrendszerhez jutunk, melybdl ezek az imént emlitett gyokok és a maximum
értéke meghatarozhato.
Tegylik fel, hogy a kifejezéstinknek a pozitiv szdmok halmazan a legnagyobb értéke M. Ekkor igaz
minden x > 0 esetén, hogy
— 23+ 227 + 32 < M, (2.13)

tovabba valamilyen x = a > 0 szdmra
a(l+a)(3—a)=—a+2a° +3a = M.

Ez utébbi azt jelenti, hogy az
a® —22% —3r+ M =0

egyenletnek z = a megoldésa, ezért a bal oldalan kiemelhets az (z — «) gyoktényezs, amelyet egy
méasodfoku kifejezéssel kell megszoroznunk, hogy visszakapjuk az eredeti harmadfokut:

23— 2% — 324+ M = (z — a)(z® + ax + b).

A egyenlGtlenség miatt tudjuk, hogy a kapott szorzat csak nemnegativ lehet x > aés 0 <z < «
esetén is. Nézziik, meg, hogy ebben a két esetben milyen elGjeli kell legyen a mésodfoku kifejezés, hogy
teljesiiljon a szorzat nemnegativitasa. Ha x < a, akkor x —a < 0, vagyis sziikségképpen 2% +ax+b < 0,
viszont ha x > «, akkor  —a > 0, tehat akkor 22 +ax +b > 0 sziikséges. Levonhatjuk a kivetkeztetést:
az a-ban a masodfoku kifejezésiink elGjelet valt, vagyis annak is gytke az . A gondolatmenet alapjan

a tehét kétszeres gyoke a harmadfoku kifejezésnek, vagyis a kovetkezét irhatjuk:
2® — 222 3z + M = (z — a)*(z — B).
A zaréjelet felbontva adodik:
23 =222 — 3z 4+ M = (z — a)*(z — B) = 2® + 2°(—2a — B) + z(a® + 2a8) — B

A felbontéas utan a két oldalon az xz-hatvanyok egyiitthatdinak meg kell egyezniiik, tehat az o, 8 és M

szamok sziikségképpen kielégitik az aldbbi egyenletrendszert:

200 + 5 = 2,
a? + 208 = -3,
—Ba? =M.
Az els6 két egyenletbdl nyerjiik, hogy a1 = % és ap = 27§/ﬁ. Mivel ag < 0, ezért ez nem jon

szOba, mint maximumhely. Tehéat egyértelmiien megkaptuk, hogy a kifejezésiink a = %—bam veszi

fel a maximumat. Ebbdl adodik, hogy

264/13 + 70

M=al+a)3—a)= o7
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2.5. Megjegyzés. Belathato, hogy minden harmadfoku egyenlet megfelel§ helyettesitéssel
B+ pr4+qg=0 (2.14)

alakra hozhato, ahogyan azt mi is tettiik a [2.2] szakaszban, amikor a masodfoka tagot az y = x + b
helyettesitéssel kikiiszoboltiik az z(1 + x)(3 — x) kifejezésbsl. A ([2.14) alakt harmadfoka egyenletek

megoldasahoz jol ismert egy képlet, mely megadja a gyokoket. Ez a képlet Gerolamo Cardano nevéhez

(Itt a kobgyokoket ugy kell valasztani, hogy a szorzatuk —% legyen. Ekkor a harmadfoku egyenlet

flizodik, és igy fest:

osszes megoldasat megkapjuk a komplex szamok korében.) Az is ismert, hogy a

p=-ws((3)"+(5))

kifejezés, amelyet a harmadfokt egyenlet diszkriminansanak szokas nevezni, az elGjele alapjan informa-
ciot ad a gyokokrsl hasonléan, mint ahogyan a masodfoku egyenletek esetén a diszkriminéns. Ugyanis,
ha p # 0, ¢ # 0 esetén D = 0, akkor (és csak akkor) az egyenletnek van egy kétszeres és egy egyszeres
valos gyoke. Ha D > 0, akkor az egyenletnek harom kiilénb6z6 valés gyoke van. Harmadik esetben, ha
D < 0, akkor az egyenletnek egy valos és két komplex gyoke van (utobbiak egymas konjugaltjai). Ezen

allitasok koziil csak a kovetkezét fogjuk belatni, és felhasznalni a megoldasunk soran.
2.6. Tétel. Ha az x3 + px + q valds eqyiitthatds polinomnak van kétszeres valds qyoke, akkor fenndll a
3+ ()
2 Y~
() (5
egyenldség.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy o kétszeres valés gydke a szoban forgd polinomnak. Ekkor az (z — a)?

tényezd kiemelhets a polinombél:
2+ pr+q=(z—a)(z+p).
Bontsuk fel az egyenlet jobb oldalan 1évs zardjeleket:
23 pr+q =12+ 2%(—2a - ) + z(a? + 2083) — Ba’.

Az egyenl§ egyiitthatok modszere szerint a két oldalon a megfelel6 z-hatvinyok egyiitthatoi megegyez-

nek, vagyis fennall a

20+ 3 =0,
o’ 4208 = p,
—fa?=q
egyenletrendszer. Az els§ egyenletbdl 3 kifejezhetd « segitségével: 8 = —2a. Ezt felhasznalva a masodik

egyenletbdl meghatarozhaté p, a harmadikbol pedig ¢ az o segitségével:

p:a2—2a-2a:—3a2, q:—2a-a2:—2a3.
Helyettesitsiik be a p-re és g-ra kapott Osszefliggéseket a (%)2 + (%)3 kifejezésbe:
2 3
() (3 =t

Ezzel belattuk a tétel allitasat. O
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A szakaszban rajottiink, hogy « kétszeres gyoke az z(1 + z)(3 — x) kifejezésnek, ezért a .
Tétel szerint ebbdl batran kovetkeztethetiink arra, hogy

(3)+() -0

ami a mi esetiinkben megfelel az alabbi Gsszefiiggésnek:

2
v

Ennek megoldasai:

70 26 ) 70 26
Ml—ﬁ‘i‘ﬁ\/].3 es MQ—E—E 13.
Ezek koziil a maximum értéke az M, mert az pozitiv.



3. fejezet
Melyik forgaskap 1Q-ja a legnagyobb?

A kovetkezd feladatban testek felszine és térfogata kozti kapcsolatot fogjuk vizsgalni. Mi most specié-
lisan forgaskipokkal fogunk foglalkozni. A megoldasok soran segitségiil fogjuk hivni ismét a nevezetes
kozepeket, a derivilast, a diszkriminansvizsgalatot, és az utols6 megoldasban arra is fény dertil, mit
értiink egy test 1Q-jan, azaz izoperimetrikus hanyadosan. A feladat, amely a [4] tankényvben jelent

meg, igy szol.

3. Feladat. Az egyenl§ térfogata egyenes korkipok kozott melyiknek a felszine a legkisebb?

3.1. Altalanos vs. specialis

A feladat egy specialis (vagy legalabbis els6 latasra annak tiing) esetét a Kozépiskolai Matematikai
Lapokban is kittizték B. 3669. jelzéssel:

Modositott kérdés. Egységnyi térfogatu forgaskipok koziil melyiknek minimélis a felszine?

Vilagos, hogy az egységnyi térfogatt kiapokrol szold iménti kérdés az egyik specialis esete a[3] fel-
adatnak, tehat nyilvanvaldéan ezzel is készen lesziink, ha altalanosan megoldjuk a feladatot adott V' > 0
térfogat mellett. Most azonban forditva is hasonlo a helyzet, azaz ha a V' = 1 specialis esetben meg tud-
juk mondani, hogy mekkora a minimélis felszin, akkor abbdl tetszGleges V térfogat esetén egyértelmiien
tudunk kovetkeztetni a minimélis felszinre a V' fliggvényében. Nézziik ezt meg pontosabban!

Ehhez el6szor elevenitsiik fel a forgasktupok térfogatara (V') és felszinére (A) vonatkozo ismeretein-
ket. Jol ismert, hogy a forgaskipok térfogatat az alabbi képlettel lehet kiszamolni:

r27r'm

V=
3 )

(3.1)

ahol r-rel jeloljiik az alapkor sugarat, m-mel pedig a forgaskip magassigat. A forgaskipok felszinét
pedig az
A =71’ +ran (3.2)
Osszefliggés adja meg, ahol az a a kip alkotojat jeldli.
Tegyiik fel, hogy ismerjiik az egységnyi térfogatiu forgaskiupok kozotti minimalis felszintt, és annak
felszine a.. Kz azt jelenti, hogy

A=r’r+ram > a, (3.3)

amiben egyenl@ség is teljesiil, és még esetleg azt is tudjuk, hogy milyen Gsszefiiggés kell fonnalljon a

kiap alapkorének sugara, magassaga és alkotoja kozott, hogy A = a legyen (vagyis a felszin éppen

33
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ekkor minimalis). Tekintsiink most egy V térfogatu forgaskipot, amelynek felszine legyen //l\, alapko-
rének sugara 7, magassaga m és alkotdja pedig a. Ekkor a V térfogata kipot megfelel hasonlésagi
transzforméacioval egységnyi térfogatt kiapba vihetjiik 4t. Ha a hasonlosdg aranya A, akkor r = AT,
m = A és a = \a, igy

/\2 ~
remm remm
1= =\ = A3V

3 3

Ebbdl a A értékét kifejezve megkapjuk a hasonlosag aranyat a V fliggvényében:

1

Irjuk most 51 a kapcsolatot r és 7, valamint m és 1, tovabbé a és @ kozott a kapott A segitségével:

r m a
r=Ar= , m=\m= és a=M\a= . 3.4
w w w 34
Helyettesitsiik be az imént nyert Osszefiiggéseket a (3.3]) egyenlStlenségbe:
/\2 A~
9 T ram
rim + raw = 3V2+3v22a. (3.5)
Itt \3/%—6‘5 kiemelve az A jelenik meg:
1

(F*r +7an) = A>a.

1
e i
Ezt atrendezve az eredeti V' térfogattol fiiggd alsé becslést nyeriink az A felszinre:

A>aVVe,

Ebben az egyenl6tlenségben pontosan akkor teljesiil egyenléség, amikor a egyenlGtlenségben. Ez
a Osszefiiggés alapjan azt jelenti, hogy ha az egységnyi térfogatit kupok ko6zott rmin, Mmin €S
amin szolgaltatja a minimumot, akkor a V' térfogatiak kozott IV T min, SV immin és VV. Qmin, tovabba a
minimalis felszin értéke - v/V2. A késébbiekben ezekre az észrevételekre tébbszdr is hivatkozni fogunk.

Az el6bbiek alapjan a szamolasok egyszertisitése érdekében a megoldasok soran tobb esetben egység-
nyi térfogattal fogunk szamolni, hogy megkapjuk az « értéket, majd ebbdl kovetkeztetiink a minimaélis

felszinre, ha a térfogat nem egységnyi, hanem V nagységi.

3.2. Diszkriminansra talalva

Hasznaljuk a szakaszban bevezetett r, m és a jeloléseket, ahol r a forgaskup alapkorének sugarét,
m a magassagat és a pedig az alkotojat jeloli (és ezek mind pozitiv szamok). Ekkor a kip felszinét és
térfogatét a és a képletek adjék meg. A Pitagorasz-tételbdl adodik, hogy az r, az m és az a
kozott fonnall a kovetkezd osszefiiggés (lasd a3.1] abrat):

r? +m? =a? (3.6)

A B] szakasz alapjan elGszor egységnyi térfogatu kupokkal foglalkozunk, ezért most feltessziik,

7"27rm

hogy V' = =5 = 1. Ebbdl az r2 konnyen kifejezhetd:
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3.1. abra. Forgaskip sugara, magassaga, alkotdja

Ekkor a Pitagorasz-tételbdl az a-ra kapott, m-t6l fiiggs Osszefiiggésiink a kovetkezd alakot 6lti:

™
mm mm mi

Egyszertisités és atrendezés utan kapjuk, hogy

A= 33 e (3.8)
m mT mT

Ahhoz, hogy ez az egyenlet teljesiiljon, sziikséges, hogy a bal oldal nemnegativ legyen:

A>3 (3.9)

m

Ekkor a négyzetre emelés ekvivalens atalakités, ugyhogy ezzel a lépéssel folytatjuk a (3.8) egyenlet

AQ—%—}— 9 :3_7T(i+m2)

rendezését:
m  m?2 m \mzw

A zarojelfelbontas utan a % tag kiesik, és m-mel valdé beszorzas utan egy paraméteres méasodfoki

egyenletet kapunk m-re nézve:
0 = 3mm? — A?m + 6A. (3.10)

Ennek pontosan akkor van megoldasa, ha a diszkriminansa nemnegativ, azaz fennall, hogy

A* —72A71 > 0.

Mivel A > 0, ezért lehet egyszertisiteni A-val, igy egy hidnyos harmadfoku egyenl6tlenséget kapunk,

melyet atrendezve als6 becslés adodik A-ra:
A > V72, (3.11)

Az egyenlGség feltétele, hogy a ([3.10) mésodfoki egyenletnek a diszkriminénsa 0, azaz pontosan egy

megoldasa van m-re nézve, mégpedig

67 67 6373 V = w’
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amit megoldoképlet alapjan konnyen megkapunk. A kapott m = 2¢ % és A = /727 értékekre teljesiil
a (3.9) feltétel, tehat ezek a (3.7) egyenletnek is megoldasai. Most r2-be visszairva m-et:

23 3 fr 13 1.[9
“mmr 27 V3 2V3m 2V x2

Ebbdl r gyokvonéssal kaphato:
1 i/?
r=—\/—.
NOAE
Az a értéke pedig:

v ) ) - () = e

Vagyis annak az egységnyi térfogatu forgaskiapnak a legkisebb a felszine, amelyiknek az alkotoja ha-
romszorosa az alapkor sugaranak. Ennek a minimélis felszinnek az értéke pedig A = V/72m. A .

szakaszban lefrtak alapjan azt mondhatjuk, hogy ha nem egységnyi a forgaskup térfogata, hanem V,

akkor a felszinére az aldbbi Gsszefiiggés all fenn:
A > V72rV2,

amelyben az egyenlGség

1 ,/3 3 4/3 3
?:\3/1/&*/», a:\S/Vi”/» és m:2€’/vff
V2 VT V2V ™

esetben teljestiil, azaz ismét a = 37. Vagyis a V térfogatu forgaskupok kozott is az a legkisebb felszinii,

amelyiknek alkotoja éppen haromszor akkora, mint az alapkor sugara. A minimalis felszin értéke pedig

A= V721V2.

3.3. Derivalni még ezt is lehet

Elsszor ismét egységnyi térfogati kupok kozott vizsgalodunk, vagyis legyen V' = 1. Ekkor a (3.1)),
a (3.2)) és a (3.6 osszefiiggések alapjan a felszin értékét ki tudjuk fejezni az r fiiggvényében. Ugyanis
3

m = —
rir’

ezért

— /2
a= [+ ——
rAn2’

és ebbdl kovetkezGen

9
A(r) = r?m +rmy 12 + .

ami atalakithato az alabbi alakra:

A(r) = r?m 4+ [ rin2 + 9

= (3.12)

Ez az A(r) fiiggvény akkor van értelmezve, ha r > 0 valos szam, és ekkor A(r) folytonos fiiggvény, s6t,
differencialhat6. A differencialhatosidg miatt a szélsGértékeket a derivaltbol és a monotonitési tulajdon-

sagokbol is kikovetkeztethetnénk. Am kissé elegansabb, ha elészor megvizsgaljuk, hogy valoban létezik
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minimum, és ekkor mér a monotonitassal nem kell foglalkozni, hanem elég csupan a szélsGértékhely-
jelolteket megkeresni, és Osszehasonlitani az ottani fliggvényértékeket. Vizsgaljuk meg, hogy hol érdemes
keresni az A(r) fuggvény minimuméat! Vilagos, hogy az r — 0+ esetben A(r) — oo, tovabba r — oo
esetén is A(r) — oco. Tehat van olyan 0 < r; < 1 < rg, hogy az [r;; ro] intervallumon kiviil A(r) > A(1).
Az [rq;7o] intervallumon az[I.1] Tétel miatt van minimum (amely legfeljebb A(1)), és ez a (0; 00)-en is
minimum lesz, hiszen [r1;2]-n kiviil A(r) minden értéke legalabb A(1). A (0; c0) intervallum nyiltsaga
miatt a minimumhely lokalis minimumhely is egytttal, ezért ott a derivalt 0-val egyenls. Elég tehat
a derivalt zérushelyeit megkeresni, mert ezek lesznek A(r) szélsGértékhely-jeloltjei. Derivaljuk tehat r

szerint az A(r) fliggvényt, és keressiik meg a derivaltfiiggvény zérushelyeit:
18

4T3 2 _ 3
Ar)y=2rm+ —L—=0.

24 [ 472 + %
\/ ,

9 18
2rm <2 rig? 4+ ) = = — 4723,

Rendezziik az egyenletet:

r2 e
Vegyiik mindkét oldal négyzetét, ami nem ekvivalens atalakitas, de most nem térédiink vele, mert a
végén ugyis kiszirjiik a hamis szélsGértékhely-jelolteket. A négyzetre emeléssel kapjuk, hogy
9 324 1447%3
167272 <T47T2 + 2> =— - LP) + 167470,
r r r

3

ami tovabb egyszertisodik, mert a jobb oldal méasodik tagjabol elttinik az 73, és a 1670 tag pedig

kiesik az egyenletbdl:
&Y 324

r6

_¢ 324 _79_1f
V2882 V8w 2V r
Mivel ez az egyetlen jeloltiink a minimumbhelyre, ezért megallapithatjuk, hogy a leirtak alapjan mini-
maélis lesz az A(r) értéke a kapott r = % Y&
adodik, ha behelyettesitjiik r értékét: A = /72w. Ha nem egységnyi térfogatii, hanem V térfoga-
ta a forgaskupunk, akkor a minimalis felszinre kapott érték a szakasz alapjan az A = v/72wV2

Osszefiiggésre modosul.

14472 = 14472,

Ebbdl az r konnyen kifejezhetd:

helyen. Ekkor a minimalis felszin a (3.12]) dsszefliggésbdl

3.1. Megjegyzés. A megoldasban az A(r) fiiggvény elézetes vizsgalatakor valojaban a kovetkezd hasznos
allitast is belattuk.

3.2. Allitas. Ha f: (0;00) = R folytonos fiiggvény, amelyre
Jim f(z) = lim f(z) = oo,

akkor f-nek van minimuma.
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3.4. Ismét felttinnek a kozepek

Ahogy ezt mar az el6z6 két fejezetben is t6bbszor illusztraltuk, egyenlGtlenségekkel kapcesolatos felada-
tok megoldésai kozott gyakran felbukkannak a nevezetes kozepek. Ahhoz, hogy ezeket most is hasznalni
tudjuk, a felszinre vonatkozo (3.7) Gsszefiiggésbdl fogunk kiindulni, amely az egységnyi térfogata for-

gaskip felszinét a magassaganak fiiggvényében adja meg:

3 9
A(m +7T\/ —+m2——+\/—+3m7r. (3.13)
mm m?

Annak érdekében, hogy a minimalis felszint megtalaljuk, elészor a jobb oldalon szerepld négyzetgyokos

kifejezést fogjuk alulrol becsiilni. Az 6tlet az, hogy irjuk ol am Tételt n = 9 darab tagra az a; = .5

és ag = =ag = 3%” szereposztasban:

8 db

9 3mm 3mm
W+T+...+T>9£ 3Imm 8
9 — \ m?2 8 )

Ha vessziik az egyenlStlenség mindkét oldaldnak a négyzetgyokét (ezt a négyzetgyokvonast batran meg-

tehetjiik, mert m pozitiv valos szam, mivel hosszusagot fejez ki), tovabba mindkét oldalt megszorozzuk
3-mal, akkor a bal oldalon éppen az a becsiilends négyzetgyokos kifejezés fog allni, amelyik a ((3.13))

egyenletben is megjelent:

8 db
9 n 3mm R 3mm 2
9 W 8 8 18 9 3Imm
- = > — | — . 14
”m +3mr =3 9 >3 m2< 3 ) (3.14)
Kicsit szebb alakra hozzuk a 1 4)) egyenlStlenség jobb oldalét:

3m7T 9 35m3 9 3571'
\/ m2 V =3vm

Egyenloség a[2.1] Tétel alapjan pontosan akkor all fonn, ha

i _ 3mm
m2 8’
azaz ha m3 = %.
Eddig tehat azt kaptuk, hogy
3 9 357T4
A > — + 39 _— 3.15
(m) > =+ 3]~ (3.15)

24

és egyenl6ség pontosan akkor &ll fenn, ha m3 =

Ezek utan ismét hasznaljuk a 2.1} Tételt, csak most az n = 4-es esetre, és legyen a szereposztés

4 4
a; = % ésas =a3 =ay = \9/ m3° 3/m. Ekkor:

3
3y sy 2 (m?) (3.16)
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Azért volt szerencsés ezt a felirast hasznélni, mert észrevehets, hogy a (3.16]) egyenl6tlenség bal oldaléan

éppen a ([3.15)) egyenlétlenség jobb oldala jelent meg. Ekkor a (3.15)) és a (3.16|) egyenlStlenségek alapjan
azt kapjuk, hogy

3
495
A(m) > 4, i(%g 7r8i’>> = V72

Fontos még ellendrizniink azt, hogy a felszin folveszi-e a v/727 értéket mint minimumat. Amikor a (3.16))
egyenlGtlenségben irtuk fol a szamtani és mértani kbzepek kozti dsszefliggést, akkor abban az egyenlGség

pontosan akkor allt fonn, ha
3 9 7T435

2T,

m 84

3 = 24 Ggszefiigges adodik. Tehat az

s

azaz ebbdl is éppen az m

A(m) > V72r

3/24

egyenlGtlenségben pontosan m = {/ = esetén all fonn egyenléség. Ha nem egységnyi térfogati kipok-

kal, hanem V térfogatu kapokkal foglalkozunk, akkor a minimalis felszin értéke a [3.1] szakasz szerint

V727V 2-re modosul.

3.5. Négyzetes kozéppel furfangosan

Ujfent a (3.13) osszefiiggést fogjuk az egységnyi térfogati kipok felszinének minimumkeresésére hasz-

nalni. S6t, még osszuk el az egyenletet 3-mal, és a tovabbiakban az A(?:n ) kifejezést vizsgaljuk, mert ez

ugyanakkor lesz minimalis, mint A(m):

A(m) 1 N 1 L mr

3 m m? 3
El6szor a négyzetgyokos kifejezésre adunk alsé becslést, méghozza oly moédon, hogy felhasznaljuk az|1.6|
Tétel szerinti kapcsolatot a szamtani és a négyzetes kozepek kozott. Olyan tagokat keresiink, melyeknek

négyzetes kozepe (vagy annak valahanyszorosa) éppen a gyokos kifejezésiink. Ennek megfelelGek az
1

j— A — — _ mm 4 2 o0 2 2 2 - Py Py
= .- €ésazay =...=ag = /57 szdmok. Ezek négyzetes kozepének haromszorosat felirva lathato,

a

hogy az valéban a gyokos kifejezésiink:

@)+ (/7)
3.\~ 2] )L (3.17)

9 m? 3
Az[1.6] Tétel miatt a tagok négyzetes kozepe nagyobb vagy egyenls a szamtani kozepiiknél, azaz fennall

az alabbi egyenlétlenség:

1\? mr\ 2 1 mm
m) T8\ e m T 2
3.~ o (3.18)

9 9 ’

és azt is tudjuk, hogy egyenl&ség pontosan akkor teljesiil, ha

3 3mm 3 24
— =4/——, azaz m° = —.
m 8 m
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A fenti (3.17)) és (3.18)) Osszefiiggések alapjan @ értékét alulrél tudjuk becsiilni a kévetkezéképpen:

A(m) _ 1 m 24 4 8 /mm 4 /(1 mm
> 43— o o= 2y ).
3 m 9 3m 3V 24 3 \m 24
A kapott also becslést tovabb becstilhetjik alulrél (célunk, hogy egy m-tdl fliggetlen als6 becslést
nyerjiink), méghozza gy, hogy felismerjikk benne az a; = % és ay = a3 = /51 szdmok szdmtani
kozepének a négyszeresét. Fzt a Tétel n = 3-as esete alapjan a tagok mértani kézepével becsiiljitk

alulrol:
mm

1
— 42,/ =
m 24 s/ 1 mm
d— T " >4 —— 1
3 ~— Vm 24’ (3.19)

ahol a jobb oldalon az m jol lathaté6 médon kiesik, és egy konstans értéket kapunk eredményiil:

L( ) >4 "
3 - 24

Ez alapjan A(m)-r6l azt mondhatjuk, hogy
A(m) > V72

Még le kell ellendrizniink, hogy a (3.19)) Osszefiiggésben ugyanakkor &all-e fenn az egyenl@ség, mint
amikor a (3.18) egyenltlenségben. A (3.19) Gsszefliggésben pontosan akkor teljesiil az egyenlGség, ha

1 mm 3 24
— =4/——, azaz m’ = —.
m 24 T

Tehat a fenti levezetésben mindkét nevezetes kdzepek kozti egyenlStlenségben ugyanabban az esetben

all fonn az egyenlGség, ezért az egységnyi térfogatu forgaskupok kozott az
A=V72r

felszind forgaskupnak minimalis a felszine. Ekkor a [3.1] szakaszban leirtak alapjan adodik, hogy a V/
terfogatu forgaskipok kozott az A = v/727V?2 felszind a minimalis.

3.6. Forditsuk ki a kérdést!

Forditsuk ki a Bl feladat kérdését:
,JKiforditott kérdés”. Adott felszint forgaskapok koziil vajon melyiknek maximaélis a térfogata?

A tovabbiakban el6szor ezzel a kérdéssel foglalkozunk, majd ebbdl kévetkeztetiink az eredeti kér-
désre, és az is kideriil, hogy a ,kiforditott kérdés” miért maximumrol szol.

Tekintsiik az A > 0 felszind forgaskupokat. A V = 7"2% térfogat akkor maximalis (ha egyaltalan

2

van maximum), amikor az r“m szorzat maximalis. E szorzat helyett a négyzetével fogunk foglalkozni,

r*m2-tel, mert ennek is ugyanott van a maximuma (ha van). Mivel a kip felszine adott, ezért az m?-et

célszert kifejezni A-val. Ehhez elGszor a kip alkotojat irjuk fel a (3.2) képletbdl:
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Ezutan a kap magassaganak négyzetét fejezziik ki a sugar és az alkotd segitségével a Pitagorasz-tétel

szerint:

f(r)y =r'm?*=r ((:T -~ r>2 — 7«2) (3.20)

fiiggvény maximalis értékd. Ez a fliggvény r > 0 szamokon van értelmezve, mert az r hosszisagot fejez

ki. Az elébbiek alapjan az f(r) fliggvény a forgaskup térfogataval a kovetkez6 kapcsolatban all:

Vir) = ZF). (3.21)

Jol latszodik, hogy V' (r)-nek és f(r)-nek ugyanott lesz maximalis az értéke. Jelenleg mi az f(r) ma-
ximumaval fogunk foglalkozni, s ebbdl kovetkeztetiink majd V(r) maximumara. A (3.20]) egyenletben

szereplS f(r) kifejezésében végezziik el a négyzetre emelést és a beszorzast:

A% 24 24 A
_ 4 Aty e 4“2
fr)=r <7“271'2 T ) T <T o ) '

Most alakitsunk ezt teljes négyzetté:

2A ((, A\? A2 24 [, A\? A3
f<’">—‘7r<<7“‘4ﬂ> ‘16W2)—‘w<’“‘477 =

Ebben az alakban jol latszodik, hogy az f(r) fliggvény pontosan akkor lesz maximaélis, ha

2A<2 A>2
= (r=-=) =0,
T 4

A
2——:
" 47

Az utébbibol az r2-et kifejezve kapjuk, hogy r? = ﬁ. Ebbe visszairva az A = rr(r + a) Osszefuggést:

tehat ha
0.

9 rr(r+a)
r = -—
4
amibdl 3r = a. Vagyis az adott A felszind kipok k6zott annak a legnagyobb a térfogata, amelyiknek

az alkotdja az alapkor sugardnak a haromszorosaval egyenld. Ekkor a maximalis térfogat megadhato

a (3.21) osszefliggés alapjan:
s T | A3 A3
mar = g VI =3\ 55 =\ 7gp

Az eredeti feladatunk viszont nem ennek a kérdésnek a megvalaszolasa volt. Az el6z6 levezetésbdl

vajon hogyan tudunk kovetkeztetni az azonos térfogatd kupok kozott a minimaélis felszintre? Azt

kaptuk, hogy ha A adott, akkor
A3
V<), 3.22
S (3:22)

és egyenlGség pontosan akkor &ll fenn, ha 3r = a. Most forditsuk vissza a kérdést: ha a V' adott, akkor
mi mondhato6 el az A-r6l7 Rendezziik at a (3.22) egyenlStlenséget gy, hogy A-ra kapjunk egy also
korlatot V fiiggvényében:

Vrv2 < A,

és az egyenlség ugyanakkor all fenn, mikor a (3.22)) egyenlStlenségben, azaz ha 3r = a. Tehat a
minimalis felszin éppen A = V/727V2.
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3.7. Testek 1Q versenye

A fejezet cimében a legnagyobb 1Q-ju forgéskup szerepel, de eddig errdl még egy szot sem szoltunk.
Most errdl is lehull a lepel.

Minden test esetén definialhato az igynevezett izoperimetrikus hanyados (izoperimetrikus kvociens)
az alabbi médon: V2
0= 36%5,
ahol V' a test térfogata, A pedig a felszine. Ezt angolul isoperimetric quotientnek, vagy réviden csak

IQ-nak nevezik. Példaul egy V térfogati, A felszinti gobmbnek az 1Q-ja

V2 %37,67.[.2
367TE = 367T64r67r3 =1,

ezért is szokas a 367-s szorzot belevenni a definicioba. Vegyiik észre, hogy © értéke hasonlosagra nézve
invarians. Ennek belatasdhoz tegyiik fel, hogy két test hasonldséigi aranya \. Ekkor a két térfogat kozott
Vi = A3Vh, a felszinek kozott Ap = A2 Ao Osszefiiggés all fenn, igy

(V1)? _ A(W)* _ (W)’

(A1)3  AS(Ag)3 — (Ag)¥’

amibdl az izoperimetrikus hanyadosok egyenlésége kovetkezik.
Eszrevehetjiik, hogy a |3l feladatban valojaban arra kerestiik a valaszt, hogy melyik forgaskapnak
a lehet6 legnagyobb az IQ-ja, és mennyi az? Hiszen a v/727V?2 < A osszefiiggés konnyen atalakithato

a kovetkezd alakra:

I
— >
2 — A3
amelynek mindkét oldalat 36m-vel beszorozva az IQ-ra kapunk fels§ becslést:
1 V2

Vagyis éppen az a forgaskip, amelyet a |3 feladatban kerestiink, a legnagyobb 1Q-ju, és ennek 1Q-ja
pontosan 0,5.

A legnagyobb 1Q-ja forgaskip mintajara meghatarozhaté példaul a legnagyobb 1Q-ja kettds kip,
vagy hasab is. Belathato, hogy a legnagyobb IQ-ju kettés kup izoperimetrikus hényadosa % és a
legnagyobb IQ-ji hasabé pedig %, aminek tulajdonosa éppen a kor alaptu, azaz a henger. Felmeriil
tovabb4, hogy a szabalyos poliédereknek mennyi az 1Q-juk? Ezeket az értékeket tartalmazza a [3.1]
tablazat, amely a [9] konyvbdl szarmazik. A tablazatban megjelend 7-val az aranymetszés irracionalis

1+v5

aranyszamét jeloltiik: 7 =
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Ko6zelits érték

Izoperimetrikus hanyados

Test
Gomb 1 1,0000
wrd
Tkozaéder 0,8288
15v/3
Kettss k < 4 < 0,7698
ettds ku — ,
7
2
Dodekaéder T 0,7547
3-54
2
Hasab < 3 < 0,6667
Oktaéd i 0,6045
aéder — ,
3V3
T
Kocka s 0,5236
1
Kuap < 3 < 0,5000
Tetracd i 0,3023
etraéder — ,
6v/3
3.1. tablazat. Izoperimetrikus hanyadosok (7 = 1+2\/5)



4. fejezet

Modszertani kitekintés

4.1. Kerettantervi kornyezet

Folmeriilhet a kérdés, hogy van-e id§ és motivacié arra, hogy a dolgozatban bemutatott szélsGérték-
feladatok és ezekhez hasonld példak elSkeriiljenek a kézépiskolaban. Ennek megvalaszolaséra megvizs-
galtuk, hogy az Oktataskutato és Fejleszts Intézet honlapjan elérheté Kerettanterv milyen lehet&sége-
ket nydjt 9-12. osztalyos tanulok szamara a szélsGérték-feladatokkal és nevezetes egyenltlenségekkel
valo foglalkozasra.

Az alaptanterven beliil a didkok 9-10. osztalyban megismerik két pozitiv szam szamtani és mértani
kozepe kozti Osszefiiggést, tovabba foglalkoznak elséfoku és méasodfoki egyenlStlenségekkel, valamint
olyan szoveges feladatokkal, amelyek ilyen tipusa egyenlGtlenségekre vezethetSk vissza. A tanulok a
11-12. osztalyban tovabb mélyitik az elsd- és masodfoku egyenlStlenségek megoldési lehetGségeivel és
eszkozeivel kapcesolatos ismereteiket (feladatokat oldanak meg példaul grafikus modszerrel, valamint
az értelmezési tartomany vizsgalataval). A szélsGérték-feladatoknak ezeknél részletesebb targyalasa az
oraszamba nem fér bele.

Viszont a kétféle emelt matematika éraszamu kerettanterv koziil az A tipust részletesebben foglal-
kozik a dolgozatunk témakorével. 9-10. osztalyban az elséfoki és masodfoku egyenltlenségek mellett
maér el6keriilnek a szamtani, mértani, négyzetes és harmonikus kozepek és a koztiik fennéllo egyenlSt-
lenségek két tagra vonatkozo bizonyitasokkal. A késSbbiekben pedig, a 11-12. osztélyban 15 tandrat
szan a Kerettanterv a Nevezetes egyenlétlenségek, szélsdérték-feladatok elemi megolddsa cimid téma-
ra. Ezen beliill foglalkoznak nevezetes kozepekkel (a tobbvaltozos alak bizonyitasa is teritékre keriil),
szélsGértékre utald fiiggvénytulajdonsagokkal, és elGkertilnek a Bernoullirél, a Cauchy—Bunyakovszkij—
Schwarz harmasrol és a Jensenrdl elnevezett egyenl6tlenségek is (utobbi bizonyitéas nélkiil, mig az elss
ketts bizonyitassal). A kés6bbiekben pedig a Folytonossdg, differencidlszdmitds cimd témakor keretén
beliil (amelyre 30 o6rat szan a Kerettanterv) megismerkednek a differencialszamitas eszkoztaraval, és
annak segitségével gyakorlati jellegii szélsGérték-feladatokat is megoldanak.

A kovetkezSkben bemutatok egy altalam atgondolt tematikus tervet arra, hogyan lehet a Kerettan-
terv szerint meghatarozott 15 6rat megtartani a Nevezetes egyenldtlenségek, szélséérték-feladatok elemi
megolddsa témakorben 11-12. osztalyosok kozott. Ezt a tematikit egyel6re még nem volt szerencsém
kiprobalni, igy ez csak egy szubjektiv elképzelés, amely mentén a Kerettantervben adott 15 tanorat fel
lehet épiteni. Fontos megjegyeznem, hogy a tematika természetesen minden csoportra tjragondolando,

hiszen nagyban kell igazodnia a tanitdsnak a célkozonséghez, azaz magukhoz a didkokhoz.
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4.2. Egy lehetséges 15 tanéras tematikus terv

A tematikat ugy allitottam Ossze, hogy a Kerettantervben megadott témakérok mind elGkeriiljenek.
A 15 tanoéras célkitlizés az volt, hogy az utolsd két éran a szakdolgozatban targyalt harom feladatnak
minél tobb elemi megoldasarol szot tudjunk ejteni. Ezért foglalkozunk viszonylag sokat az érak folya-
méan diszkriminansvizsgalatokkal (akar harmadfokt esetben is) és nevezetes kozepekkel. A Cauchy—
Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlGtlenség is részletesen keriil teritékre, mig a Bernoulli-egyenl&tlenséggel
és a Jensen-egyenlStlenséggel csak 1-1 tandrat foglalkozunk. Minden 6rahoz megadtam, hogy azon mi-
lyen munkaformékat képzeltem el, hogy milyen kapcsoldédasi pontok kéthetsk a tananyaghoz az 6rén
és mi a kimeneti célom az adott 45 percre. Az 6rédk tobbségéhez motivacios feladatokat is kittiztem.
Ezek egyfajta gondolatébresztésként szolgilnak, és érzékeltetik, hogy az adott tanéra milyen tipusa
feladatok megoldasahoz szeretne kapcsoldodni. A feladatkorben rejls izgalmas lehet&ség, hogy tébb ko-
rabbi témakdr kapcsolodik 6ssze, sok teriiletrsl hozzuk el6 az eddigi ismereteinket és bévitjiik azokat. A
feladatok kozott szerepelnek geometriai, illetve koordinatageometriai kérdések, trigonometrikus azonos-
sagok, fliggvénytan és algebrén beliil a kzépértékekkel, hatvanyozéssal és magasabb foku egyenletekkel
kapcsolatos érdekességek is. Az 1., 2., 4. és 9. 6ran alapvet&en mar meglévs tudés rendszerezése, mig a
3.,5.,10., 12. és 13. 6ran 14j ismeretek elsajatitasa a cél. A tobbi 6ran feladatok gyakorlaséval mélyitjiik
a tudasunkat. Sok helyen alkalmazok péros vagy 6néllé6 munkat, mig az egyik 6ran csoportmunkaban

dolgozunk, és lesz egy olyan 6ra is, amelyen a tanérai internetes kutatast probaljuk ki.

1. 6ra: Masodfoku fiiggvények teljes négyzetté alakitasa és diszkriminansvizsgalata

Munkaforma: kozos gondolkodas, feladatmegoldas.

Kapcsolddasi pontok: masodfoku fliggvények, fiiggvénytulajdonsagok, masodfoki egyenletek, para-
méter fogalma.

Kimeneti cél: A korabban a mésodfoku kifejezésrsl tanultak felelevenitése és alkalmazasa Gsszetett
feladatokban, akar paraméter hasznélataval.

Motivacios feladatok:

1. Keressiik meg az f: R — R, f(z) = 22 + 6z — 2 fiiggvény szélsdértékeit!

2. Hatarozzuk meg f: [0;5] — R, f(z) = m fiiggvény szélsGértékeit! (Felvételi 2000.
méajus)

Az ora elsé felében az f : R — R, f(x) = az?+ bx + c alakit masodfoki fiiggvények szélséértékének
meghatarozasaval foglalkozzunk. K6zos gondolkodas keretében gondoljuk végig, hogy milyen alaktaak
az ilyen masodfoku fiiggvények, hogyan dénthets el, hogy minimuma vagy maximuma van az adott
fliggvénynek. Ezutan adddik a két modszer a szélsGérték-keresésre: egyszertibb latni taldn azt, amikor a
fliggvény zérushelyeinek megtalaldsaval tudunk kovetkeztetni arra, hogy pontosan a ketts zérushely at-
laganal (,kozépen”) van a szélsGértékhely (ez persze csak abban az esetben miikodik, ha van zérushely).
Miésik modszer — amely barmilyen méasodfoki fliggvény esetén miikodik — a teljes négyzetté alakitas,
ami szintén esziinkbe juthat, hiszen, amikor a teljes négyzet értéke 0, az fogja jelenteni a szélsGértéket.
Ez a modszer talan azért fontosabb, mert a teljes négyzetté alakitis otlete tobb helyen is elGfordul
matematikai tanulmanyaink soran.

Az €el6z6 gondolatmenetbdl kiindulva jussunk el odéig, hogy vajon, ha nem fiiggvényre, hanem

mint egy ax? + bx + ¢ = p paraméteres egyenletre tekintiink, akkor tulajdonképpen szélsGérték-keresés
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helyett mi lenne a feladat szovege, célja. Pontosan az, hogy milyen = értékek mellett lesz a p paraméter
értéke maximalis vagy minimalis. Ebben a pillanatban érkeziink meg a diszkriminansvizsgalatig: akkor
lesz p értéke maximalis vagy minimalis, ha a O-ra rendezett egyenletiink diszkriminansa éppen 0-val
egyenls. Erdemes ezt is végiggondolnunk ugyanazzal a fiiggvénnyel, amelyiket mar kétféleképpen is
megvizsgaltuk. Ezutan bonyolultabb fiiggvények szélsGérték-keresésével is probalkozzunk, mint amilyen

példaul a [2| motivacids feladatban is szerepel.

2. 6ra: Koordinata-geometriai érintss feladatok diszkriminansvizsgalattal

Munkaforma: paros munka, feladatmegoldas.

Kapcsolddasi pontok: koordinatageometria: egyenes, kor, parabola egyenlete, érinté fogalma.
Kimeneti cél: Kor kiils6 pontjabol hiizott érintGjének meghatarozasa kétféle moédon, mig parabola
érintGjének keresésre a diszkriminansvizsgélatos modszer altaldnositésaval.

Motivacios feladat:

1. Irjuk fel a y = 222 egyenlet parabola Gsszes olyan érintGjének egyenletét, amely atmegy az adott

ponton!

a) P(2;8) b) Q(1;8) c) R(3;8)

Az el6z6 oran atgondolt diszkriminansvizsgalatnak egy fontos alkalmazéasat tanulmanyozzuk ezen az
6ran, ami nem mas, mint a koordindta-geometriai érintés feladatok tipusa. Az 6ra elején paros munkara
kapjanak a didkok egy feladatot, melyben egy adott kor adott kiils6 pontjabol huizott érintsit kell
megkeresni. Ezt a feladatot meg lehet oldani a Thalész-tétel segitségével és diszkriminansvizsgalattal is.
A feladathoz eleinte ne flizziink semmilyen Gtmutatast, csupan annyit mondjunk, hogy prébaljak akar
tobbféleképpen is megoldani. Majd 5-10 perc eltelte utan nytjtsunk segitséget azoknak a didkoknak,
akik nem tudtak elindulni a feladatmegoldasban: vajon mi kéze ennek a feladatnak ahhoz, amit mult
oran tanultunk? Hogyan irnad fol azon egyenesek egyenleteit, amelyek atmennek az adott ponton?
Ezek koziil milyen specialis helyzetben van az az egyenes a korhoz képest, amelyiket keresed?

Majd a feladatot megold6 parokboél valaki mutassa be a megoldasat a tablanal. A Thalész-tételes
megoldasnak csak a vazlatat kérjiik (ha nincs olyan sok idénk), mig a diszkriminansvizsgalatot részlete-
sen beszéljiik meg. A megoldasok utan térjiink ra a parabola érintéire vonatkozo kérdésre. A motivacios
feladatban szereplé harom pontnak més az elhelyezkedése a parabolahoz képest. Ezzel kapcsolatban
tisztazzuk a parabola érintGjének pontos definiciojat, s ebbsl kovetkezGen a bels§ pontot (R) zéarjuk is
ki a tovabbiakban az érintGkeresésbdl. A parabola pontjaban (P) hizhato érintét és a kiilsé pontbol
(Q) hazhato érintSket diszkriminansvizsgalattal talaljuk meg. Ezutan érdemes kitérniink arra, hogy
bar kor esetén a Thalész-tételes megoldas elegans, de nem altalanosithaté parabolara, ellipszisre, hi-
perboléara, mig a diszkriminansvizsgalat igen. A hatralévs idében ezek érintSivel foglalkozzunk nem til

bonyolult egyenletti kupszeletek esetén.

3. 6ra: Harmadfoku fiiggvények szélsGérték-keresése

Munkaforma: internetes kutatas.
Kapcsolédasi pontok: masodfokil egyenlet, specialis magasabb foka egyenletek, szorzatta alakitas,
gyoktényezss alak.

Kimeneti cél: Uj fogalmak: harmadfoku egyenlet diszkriminansa, Cardano-formula megismerése.
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Motivacios feladat:

1. Milyen szélsGértékei vannak a kovetkezd fiiggvényeknek?

fi:R—=>R, fi(x 3

fo: R =R, fo(x 3_ 2z 44

) ()
) ()
) f3: R—=R, f3(x)
) ()
) ()

fii RS R, folz) =23 — 4z +3

f5:R—>R, f5x

T
X
3 -3z +2
x
x

3 _6x2+1lz—6

Az ora egy Kkis kitekintést nyijt az eddigi témakorbdl: a harmadfoku fliggvényekkel és azok grafikon-
javal, valamint harmadfoki egyenletekkel és azok gyokeivel foglalkozunk. A tanora elején Gtletborze-
szertien gytjtsiik 6ssze minden el6zetes tudasunkat a harmadfoku fliggvényekrdl, egyenletekrsl. Ezutan
konkrét példak (pl. fi, fo és f3 fiiggvények) segitségével beszéljiik meg, hogy altalaban hogyan nézhet
ki a harmadfoki fliggvények grafikonja, hol vannak a zérushelyeik, mit neveziink lokéilis minimum-
nak és maximumnak. Ezeknek a fliggvényeknek az dbrazolasdhoz hasznaljunk példaul Geogebrat vagy
grafikus szdmoldgépeket.

Keriiljon szoba, hogy egy f harmadfoku fiiggvény zérushelyeit ugy kapjuk meg, ha az f(z) = 0
harmadfoka egyenletet megoldjuk. Ennek gyokeirdl, és azok meghatérozasarol is beszélgessiink. Fontos
hangstlyoznunk, hogy ha egy gyokre rajoviink, akkor a tobbi gyok megtalalédsa jelentésen kénnyebb
lesz, hiszen a kiemelhet§ gyoktényezd mellett a mésik tényezé masodfoku, amelynek gyokeit megadja
a masodfoki megoldoképlet. Probaljuk megtalalni a f5 fliggvény zérushelyeit igy, hiszen lathato, hogy
f5(1) = 0 éppen, tehat az (x — 1) gyoktényezs kiemelhets. Kiemelés utan kapjuk, hogy a masik tényezs
22 — 5z + 6, amelynek gyokei konnyen meghatarozhatok.

Viszont, ha ranézésre egy gyokot sem taldlunk meg, akkor el@keriilhet a Cardano-formula. Ezt
egy telefonon torténd internetes kutatéssal kezdjiik: keressiik meg a Cardano-formulat és azt, hogy
az milyen harmadfokt egyenletekhez hasznalhatd. 1d6 hijan ne lassuk be, hogy minden harmadfoku
egyenlet 23 4 px + ¢ = 0 alakra hozhato, viszont az fo, f3, f4 fiiggvények éppen ilyen alaktiak, tigyhogy
ezekre alkalmazzuk a formulat. Beszélgessiink a tapasztalatainkrol: a formula (a valos szamkorben
maradva) csak az egyik gyokot adja meg (akkor is ha tobb van). Mar az fy fliggvény esetén is nehéz a
behelyettesités (észre kell venni, hogy a kobgyokok alatt harmadik hatvanyok allnak), de az f4 fiiggvény
esetén komoly probléma van a képletbe valé behelyettesitéssel, mert negativ kifejezés all a gyokjel alatt.
Ennek kapcsan beszélgessiink a didkokkal kicsit a komplex szdmokrol. Ezutan a harmadfoka egyenlet
diszkriminénsét is keressiik meg az interneten, és annak is nézziink utédna, hogy mi a kapcsolata a
gyokokkel. Az el6z§ fiiggvények példain ellendrizziik is le az interneten talalt kapcsolat helyességét.

Ezutan olyan harmadfoku fiiggvény lokalis minimum- és maximumbhelyeirsl vonjunk le kdvetkez-
tetést a grafikonja segitségével, melynek harom zérushelye van (pl. f5 fiiggvény). Az ora végén a .
Tételt bizonyitsuk be, és hangsilyozzuk, hogy ez is tud segiteni bizonyos helyzetekben a szélsGér-
ték megtaldlasiban. Ha marad idénk, akkor ehhez fiizziink részletesebb magyarazatot a [2.5] szakasz

alapjan.

4. 6ra: Kéttagi nevezetes kozepek és a koztiik fennallé egyenlStlenségek

Munkaforma: csoportmunka.
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Kapcsolédasi pontok: atlag, nevezetes azonossagok, pont korre vonatkoz6 hatvanya, a kor esetén a
nevezetes kozepek szemléltetése.
Kimeneti cél: Kéttagi nevezetes kozepek felidézése és a koztiik fennallé egyenlGtlenségek bizonyitasa.
Az ora célja, hogy felelevenitsiik a kéttagi nevezetes kbzepeket, amelyekrsl méar tanultunk: szamta-
ni, mértani, négyzetes és harmonikus kézepek. Kezdjiik a nevezetes kdzepek kérhoz kapcsolodo szemlél-
tetéseivel, majd ez alapjan a kozepek kozt fennallo egyenlStlenségeket sejtjiikk meg (vagy idézziik fel), s
a didkok 4-5 f&s csoportokban dolgozzanak a bizonyitédsokon. Mindegyik csoport a szdmtani és mértani
kozepek kozti egyenlStlenséggel kezdje, majd haladhatnak tetszés szerint. Fontos, hogy folyamatosan
kovessiik a didkok gondolatmeneteit, és tudjunk segité kérdéseket feltenni, ha valahol elakadnak a ta-
nulok. Az utolsd 12-15 percben egy-egy csoport didkja adja el§ a bizonyitésokat a tablanal. Lényegében
harom bizonyitas fog a tablara folkeriilni (H < G; G < A; A < Q). Kozben a didkok pontositsak a
bizonyitést, ha valahol sziikséges. Fontos kitérniink a tételben szerepl§ egyenl@ségek elGfordulasara, ezt
ne felejtsiik el minden esetben meghbeszélni. Ha tobbféle bizonyitas elGkeriil, igyekezziink minél tobbet
tisztazni. Hazi feladatnak érdemes foladni, hogy gondolkozzanak az n-tagi nevezetes kozepek kozti

Osszefliggések bizonyitésan.

5. 6ra: Kéttaga nevezetes kozepek trapézban és az n-tagt nevezetes kozepek

Munkaforma: kézos gondolkodas.

Kapcsolédasi pontok: geometria: kéttagi kozepek trapézban, trapéz tulajdonsagai, teljes indukcio.
Kimeneti cél: Kéttagi kozepek felismerése trapézban, majd a mult o6rai ismeretek &altalanositasa
n-tagi nevezetes kozepekre.

A tanora elején tegyiik fel a kérdést a didkoknak, hogy egy trapézban vajon hol fedezhetGek fel az
alapok hosszainak nevezetes kozepei. Legkdnnyebb észrevenni az alapok hosszanak szamtani kdzepét
a trapézban, de ez alapjan sejtsiik meg, hogy a mértani, a négyzetes és a harmonikus k6zép is megta-
lalhaté valahol. Keressiik meg ezeket, készitsiik el a abrat a tablara. (Belathato, hogy az alapok
hosszanak szamtani kozepe a trapéz kozépvonala; mértani kozepiik annak az alapokkal parhuzamos
szakasznak a hossza, amelyik két egymassal hasonlo trapézra osztja az eredeti trapézt; harmonikus
kozepiik annak az alapokkal parhuzamos szakasznak a hossza, amely dtmegy az atlok metszéspontjéan;
és négyzetes kozepiik annak az alapokkal parhuzamos szakasznak a hossza, amely két egyenls teriilett

trapézra osztja az eredeti trapézt.)

ﬁlﬂ

/

4.1. dbra. Trapéz alapjainak nevezetes kozepei
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Ezutan célunk, hogy a milt 6rdn megismert nevezetes kozepeket és a koztiikk fennallé egyenlétlen-
ségeket altaldnositsuk n tag esetén. Ehhez mindenképpen tisztézzuk elészor, hogy mit értiink n-taga
nevezetes kozepeken. Véleményem szerint érdemes az n-tagt bizonyitasok el6tt megmutatni Cauchy
bizonyitasat a szamtani és mértani kdzepek kozti Osszefiiggésre 4, majd 3 tagra, mert az 6tlet konnyen
altalanosithato 2" tagra. Ezt a bizonyitast ismertettiik a szakaszban. Irjuk fol az n-tagl neveze-
tes kozepeket és sejtsiik meg a koztiik fennéllé egyenlétlenségeket. Bizonyitsuk a szémtani és mértani
kozepek kozti Osszefliggést és beadhato feladatnak adjuk fel a tobbi egyenlGtlenséget, melyeknek bizo-

nyitasatol az o6ra keretein belil eltekinthetiink.

6-7. o6ra: Feladatok nevezetes kozepekkel

Munkaforma: kozos gondolkodas, majd csoportmunka.

Kapcsolodasi pontok: fizikai mennyiségek (atlagsebesség, eredd ellenallas).

Kimeneti cél: Nevezetes kozepek megtaldlasa és a koztik fennallo egyenlGtlenségek gyakorlasa
feladatokban.

Motivacios feladatok:

1. Tudjuk, hogy a,b,c > 0 és a + b+ ¢ = 12. Hatarozzuk meg az a, b és c értékét ugy, hogy az abc?

kifejezés értéke maximalis legyen!

2. Tudjuk, hogy a,b,c > 0 és abc = 12. Hatarozzuk meg az a, b és ¢ értékét ugy, hogy az a® + b + ¢?

kifejezés értéke minimalis legyen!

3. Az 2% + y? = r? egyenletii kor els6 siknegyedbeli érintéi koziil melyik metszi le a koordinataten-

gelyekbdl a legkisebb teriileti haromszoget?

4. Bizonyitsuk be, hogy minden olyan pozitiv a és b szamra, melyre a + b = 1, igaz a kovetkezd

1\?2 1\%2_ 25
- b+ - ) >=2.
<a+a>+<+b>_2

6
5. Adott az f: Rt — R, f(z) = 22 + — fliggvény. Hatarozzuk meg a fiiggvény minimumbhelyét és
x

egyenlGtlenség:

minimumértékét!

Az ora célja az, hogy a nevezetes kozepek kozti egyenlStlenségeket felhasznéalva oldjunk meg fel-
adatokat. AlapvetSen két tipusra gondolok: hogyan hasznalhatéak ezek a kozepek egyenlGtlenségek
bizonyitasara, és hogyan lehet egy kifejezés szélsGértékeit megtalalni a kozepek segitségével. A kulcs-
kérdés ezeknél a feladatoknal mindig az, hogy a megoldashoz vajon mely kozepekre van sziikség? Ennek
a meglatasahoz érdemes megfigyelni, hogy a szoban forgé kifejezésben szerepel-e gyokvonas (mértani
kozép), négyzetek Osszege (négyzetes kozép), milyen hanyados jelenik meg (szamtani kozép), vagy eset-
leg a megjelens hanyadosnak a reciproka egyszeriibb-e, mint maga a hanyados (harmonikus koézép). ..
Sokszor nem magatol értet6dd észrevenni, hogy pontosan milyen kifejezések fogjak a nevezetes kézepek-
ben a tagok szerepét betdlteni. Tobb feladaton keresztiil gyakoroljuk azt, hogy a megfelel§ kézepeket
folismerjiik.

Az 6rédk menete alapulhat koézos feladatmegoldéason, Gtletelésen, féleg els6 alkalommal. De a méso-
dik éran probaljuk ki azt is, amikor csoportonként megoldanak a tanulok egy-egy feladatot (minden

csoport mas feladatot kap), majd megkeverjik a tanulokat, és 14j csoportokat hozunk létre ugy, hogy
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mindenhol legyen mindegyik feladatnak egy-egy megold6ja. Ebben az 4j csoportban pedig mindenkinek
el kell magyaraznia az altala ismert feladat megoldasat a tobbieknek, akik masik feladaton dolgoztak
eredetileg (mozaik médszer). Erdemes ekkor olyan feladatokat vélasztani az egyes csoportoknak, hogy

egymastol eltérd kozepek kozti Osszefiiggést kelljen hasznalniuk.

8. ora: Izoperimetrikus problémakor

Munkaforma: feladatlap.
Kapcsolddasi pontok: keriilet-, teriilet-, felszin- és térfogatszamitas.
Kimeneti cél: Nevezetes kozepek hasznalata az izoperimetrikus problémakorben.

Motivacios feladatok:

1. Egy rendezvényen szeretnénk elkiiloniteni a VIP részleget kordonszalaggal. Ehhez egy 30 m-es
kordonszalag all rendelkezésiinkre. Mekkora az a legnagyobb tertiletti téglalap alaki rész, amelyet

ezzel a szalaggal koriil tudunk keriteni?

2. Egy patak partjan egy 3200 m? nagysagi, téglalap alaku kertet szeretnénk elkeriteni vizi szar-
nyasaink részére. Mekkoranak valasszuk a téglalap méreteit, hogy a legrovidebb keritésre legyen

sziikség? (A patakparton nem allitunk keritést.)

3. Van egy 2 m?-es csomagolopapir iviink. Mekkora az ezzel becsomagolhaté téglatest alaki ajan-

dékok kozott a legnagyobb térfogatu? (Tekintsiink el a rahajtasokrol.)

4. Adott egy kor alaktu lap. Mekkora annak a korcikknek a koézépponti szoge, amelyikbdl a legna-
gyobb térfogata tolcsér hajthatd?

A nevezetes kozepek felhasznélasa igen gyakran el6fordul az tgynevezett izoperimetrikus problé-
makorben. Ezek olyan tipusu feladatok, melyek soran meghatarozott feltételek mellett szeretnénk sik-
idomok tertiiletét vagy testek térfogatat maximalizalni, vagy a keriiletet, felszint minimalizalni. Ennek
alapvetd példai a fenti motivacios feladatok. Ez a problémakor akar a mindennapi élethez is kothetd,
hiszen gyakran el6fordul, hogy valamibdl a ,legnagyobbat” szeretnénk megszerezni, vagy a ,legkisebb
keritéssel” szeretnénk bevonni.

Eppen ezért az ora elején gytjtsiink példat arra, hogy milyen szoveges feladatokat tudnanak elkép-
zelni a didkok ebben a problémakérben. (Pl. Adott parabola alaku alagutban mekkora a legnagyobb
keresztmetszetii teherautd, amelyik at tud menni?) Elgszor legyen id6 arra, hogy mindenki 6nallo-
an Otleteljen, majd osszuk meg gondolatainkat. Még az is el6fordulhat, hogy egy didk altal mondott
feladaton el tudjuk kezdeni a feladatmegoldést, de természetesen érdemes késziilniink olyan feladatok-
kal, amelyre valéban ,konnyen” alkalmazhat6 valamelyik nevezetes kozepek kozti Osszefiiggés. Ko6zos
feladatmegoldas utédn ki lehet osszunk ki tobbféle széveges feladatot, amelyek koziil valaszthatnak a
didkok, hogy melyik kelti f6l az érdeklédésiiket. El6fordulhat, hogy nincs idé minden feladatot meg-
beszélni, de ekkor is érdemes a j6 megoldéast példaul kiosztani éra végén azoknak, akik foglalkoztak a

feladattal, am elakadtak, vagy ellenérizni szeretnék magukat.

9. 6ra: Trigonometrikus szélsGérték-feladatok

Munkaforma: kozos gondolkodas.

Kapcsolédasi pontok: trigonometrikus azonossagok, fizikaban: faziseltolés.
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Kimeneti cél: Osszetettebb trigonometrikus fiiggvények értékkészletének és szélsGértékhelyeinek
vizsgalata.

Motivacios feladatok:

1
1. Hatérozzuk meg f: R — R, f(z) = 5 €08 <% — :z:) + 1 fliggvény értékkészletét!

2. Hatarozzuk meg f: R — R, f(«a) = 5sina + 12 cos « fliggvény értékkészletét!

Az ora célja, hogy felelevenitsiik a trigonometrikus fiiggvényekrsl tanultakat, majd Osszetettebb
trigonometrikus fiiggvényeket vizsgaljunk. Az elsé motivacios feladatot 6nallé munkara bizzuk, hiszen
a koszinuszfiiggvény értékkészlete alapjan nem nehéz az f(x) fiiggvény értékkészletére kovetkeztet-
ni. Keményebb di6 a masodik feladat, amelyhez sziikségiink van arra az otletre, hogyan tudjuk azt
visszavezetni az els6 feladatra, vagyis hogy csak egyetlen szogfiiggvény szerepeljen a kifejezésben. Ezt
a feladatot kozos gondolkodassal oldjuk meg. Ha senkinek nem jut eszébe 6tlet, akkor érdemes felidézni
az addicios képleteket, akidr minél tobbet, hogy aztén azok alkalmazasai koziil valogassanak a didkok.
(Arra is {6l kell késziilniink, hogy ha nem ezen az uton indulnak el a didkok, amelyet mi gondoltunk,
akkor tudjunk arra jol reagalni, és meglatni abban a jot és a hibat egyarant.) Ha eljutunk odaig, hogy
példaul a cos(a — ) = cos acos  + sin asin 3 Gsszefliggést lehet alkalmazni, még onnantol is a tablan
aprolékosan, sok magyarazattal vezessiik le a feladatmegoldast. Beszéljiik meg azt is, hogy a fliggvény
hol veszi fel a szélsGértékeit, ekkor mar tulajdonképpen egy-egy trigonometrikus egyenletet kell csak

megoldanunk. Ezutan parmunkanak vagy hazi feladatnak adjunk hasonl6 feladatokat.

10-11. 6ra: A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlGtlenség feladatokkal

Munkaforma: kozos gondolkodas, parmunka.

Kapcsolddasi pontok: vektorok, skalaris szorzat definicidja és szdmolasa koordinatakbol, tébb di-
menzio.

Kimeneti cél: A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlGtlenség megismerése és alkalmazasa felada-
tokban.

Motivacios feladatok:

1. Bizonyitsuk be, hogy (a? + b?)(c? + d?) > (ac + bd)? barmilyen pozitiv vagy negativ (esetleg
0) szamokat jelentsen a, b, c,d. Mikor érvényes az egyenldség jele? (Arany Déaniel Matematikai
Tanuléverseny, 1955/1956. tanév)

2. Legyenek a,b,c > —3 valés szémok és a+b+c = 1. Adjuk meg a v2a +1+v2b + 1+ /2c+ 1

kifejezés maximumat!
3. Milyen z,y szamparokra teljesiil a 3sinz — 4 cosz = 4y? + 4y + 6 egyenléség? (KéMal, F. 2554.)

A trigonometria témakorébsl nem nehéz tovabblépni a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6t-
lenségnek arra az alakjara, mikor n = 2. Tegytk fol 6ra elején a kérdést, hogy hol taldlkoztunk még
trigonometrikus fliggvényekkel tanulméanyaink soran. A folsoroltak kozott reményeink szerint ott lesz
a skalaris szorzas. Irjuk fel az sszefiiggést a vektorok hossza és hajlasszogiiknek koszinusza, valamint
a vektorok koordinatai kozott. A koszinuszérték felss becslésével adodik az egyenlGtlenség. Erdemes
ezutan algebrailag is belatni az 6sszefiiggést. Majd mondjuk ki a tételt altalanosan (térjiink ki arra, hogy
ekkor tulajdonképpen tobb dimenzios vektorok skaléaris szorzatat is érthetjiik ez alatt), és nehezebb

szorgalmi feladatnak adjuk fel a bizonyitésat.
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Ezutan hozzunk tobbféle feladatot, melyekre alkalmazhatd a tétel. Kezdjiikk példaul azzal, ame-
lyiket az eléz§ oran trigonometrikus atalakitédsokkal oldottunk meg. Az o6ra els§ felében kozos fel-
adatmegoldas legyen, majd adjunk feladatokat paros munkara. A f§ cél, hogy megismerkedjiink a
Cauchy—-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlStlenséggel és azzal, mikor lehet érdemes ezt alkalmazni. De ja-
vasolhatjuk didkjainknak, hogy az eddig tanultakkal (pl. nevezetes kozepekkel) is probalkozhatnak a
megoldasaikban. Ezeket a megoldasokat is beszéljiik meg réviden, ha van olyan didk, aki més uton

probalkozott.

12. 6ra: A Bernoulli-egyenl&tlenség

Munkaforma: kiézos gondolkodas, majd 6nallo feladatmegoldés.
Kapcsolddasi pontok: hatvanyozas, mértani sorozat 6sszegképlete, binomiélis tétel.
Kimeneti cél: A Bernoulli-egyenlGtlenség megismerése és alkalmazésa feladatmegoldasban.

Motivacios feladatok:

1. Legyen x pozitiv szam. Bizonyitsuk be, hogy 14+ § > /1 + . (Arany Daniel Matematikai
Tanuloverseny, 1958/1959. tanév)

2. Bizonyitsuk be, hogy barmely = > 0 valos szamra 2% — 3z > —2, és egyenldség pontosan akkor

all fonn, ha ¢ = 1.

Az 6ra elején tiizziik ki az 1. motivécios feladatot megoldésra, s bizzunk abban, hogy az éra kozben
mindenki rajon a megoldasra. Ehhez a Bernoulli-egyenl6tlenséggel ismertessiik meg a didkokat. Talédn
a tanuloknak is esziikbe jut, hogy teljes indukciéval lassanak neki a tétel bizonyitasanak. Ezt érdemes
megbeszélni, de mutassuk meg nekik a dolgozatban szerepl6 okoskodést, mely csak a mértani sorozatok
Osszegképletét hasznalja, amely nem is emelt szint tananyag. Ekkor bontsuk két részre a bizonyitast
(ahogyan a szakaszban is tettiik): az z > 0 eset kozos megbeszélése utan a —1 < z < 0 esetben
tobb 6néllosagra biztassuk a didkokat, majd valamelyik didk mutassa be megoldasat a tablanal. A tétel
megismerése utan feladatok kovetkezzenek, melyek megoldasat eleinte kozosen végezziik, majd adjunk
feladatot 6nallé munkéra is. Ekkor a teremben jarva figyeljiik a gondolatmeneteket, és késziiljink kér-
désekkel arra, hogy tudjuk segiteni az elakad6 probalkozasokat, vagy a pontatlansdgokra utalhassunk,
ha sziikséges. Némi gondolkodasi id6 utdn egy megoldé didk a tablanal bemutathatja megoldasat,
amit a tanulok sziikség esetén pontosithatnak. Jutalmazzuk is, ha valaki 6nként jelentkezve szivesen

elmagyarazza helyes gondolatmenetét.

13. 6ra: A Jensen-egyenlGtlenség

Munkaforma: kozos gondolkodas.

Kapcsolodasi pontok: fiiggvénytan, fliggvénytulajdonsagok, fiiggvénytranszformaciok, (logaritmus-
fiiggvény).

Kimeneti cél: A Jensen-egyenl6tlenség ismerete és alkalmazasa feladatokban, illetve hasznélata a
nevezetes kozepek kozti egyenlétlenségek bizonyitasara.

Motivacios feladatok:

1. Melyik nagyobb: /10 4+ 1/20 vagy 2 - /157

2. Melyik nagyobb: 3100 4 5100 yagy 2. 41007
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Az orat az elsé két feladattal kezdjiik. Az els6t négyzetre emeléssel meg is fogjuk tudni oldani, de
a masodikhoz 1 ismeretre lesz sziikségiink. Ekkor keriiljon képbe az 1j tétel: a Jensen-egyenl6tlenség.

Ezutan a Jensen-egyenlGtlenséggel ismertessiik meg a didkokat. ElGszor érdemes beszélgetni a té-
telrsl, amihez fontos a tételben szerepld fogalmakat pontosan letisztazni (akar definialni). Ezt a tételt
bizonyitéas nélkiil fogadjuk el, csupan egy szemléletes abrat mutassunk arrél, hogy a konvexitas, illetve
a konkavitas éppen a grafikon és tetszéleges hurja kozti kapcesolatot jelenti (mint az abran). A
Jensen-egyenlGtlenség ezt fogalmazza meg altalanosan. Ennek a tételnek a segitségével Gjra oldjuk meg
az elsd feladatot, majd a méasodikat. Beszéljiik meg mindkét példa esetén, hogy a konkrét feladatban
melyik az f fliggvény (és az valoban konvex/konkav) és mik a tételben szerepls a;-k és t;-k.

A tétel kivalo segédeszkdz mas nevezetes egyenlGtlenségek bizonyitasahoz, ezért az 6ra tovabbi
részében az a célunk, hogy az eddig ismert kozepek kozti egyenlGtlenségeket ennek segitségével belassuk.
Célszerd a szamtani és négyzetes kozepek kozti egyenlStlenséggel kezdeni, amelynek belatasdhoz a
didkokat vezessiik ra (ha sziikséges), hogy az f(x) = z? fiiggvény konvexitasat hasznaljak ki. A szdmtani
és mértani kozepek kozti Osszefiiggést az f(z) = logzx fliggvény konkavitasabol lehet belatni, erre is
érdemes a didkokat tligyesen terelgetni ugy, hogy felhivjuk a figyelmiiket az logx + logy = logxy
azonossagra. Végiil pedig ismerjiik meg bizonyitassal a stlyozott szdmtani és négyzetes kozepek kozti
Osszefliggést két tagra Tétel).

Az o6ra végén adjuk fel hazi feladatnak a szakdolgozat harom feladatét. Sok ez a harom feladat,
igyhogy érdemes kikétni, hogy a harombol legalabb kett6hoz keressenek legalabb egy-egy megoldast.
A kovetkezd orakon ezekkel a feladatokkal fogunk foglalkozni.

14-15. 6ra: A szakdolgozat harom feladatanak érdekes megoldasai

Munkaforma: tanuléi feladatmegoldas bemutatasa tablanal (,kiseladas”).
Kapcsolédasi pontok: eddigiek alkalmazésa.
Kimeneti cél: A témakorben tanult ismeretek alkalmazasa akar egy feladat esetén is tobbféleképpen.
Az els6 oran az[l] fejezet [I] feladataval foglalkozzunk részletesebben. Akinek van j6 megoldasa, az
a tablanal mutassa be, mintha & lenne a tanar (hasznalhatja a flizetét, amig ez nem tul zavard), s a
tobbiek utana értékeljék a munkajat: helyes volt-e a megoldas, mennyire volt érthetd, kdvethets. Fon-
tos, hogy sokat dicsérjiink, hiszen nem kis dolog egy osztaly vagy csoport el6tt vilagosan és érthetGen
bemutatni egy gondolatmenetet. Az ligyes megoldasokat dijazzuk kisotossel, 6tossel. Az id6 fliggvényé-
ben elhangozhatnak az[1.3], az[I.4], az[1.5], az[1.6], az[1.8], az[I.9] szakaszokban leirt megoldasok. Ha
van olyan megoldés, amire a tanulék nem gondoltak, akkor mutassuk meg nekik az alapotletet, hogy
onnantoél kezdve tovabbgondolhassak a levezetést.
Az ezt kovets oran pedig a [2 fejezet 2] és a [3 fejezet [B] feladataval foglalkozzunk hasonloan,

amelyeknek megbeszélends vagy megbeszélhetd megoldasaik a[2.2], a[2.3], a2.4], a2.5], a[3:2], a[34],
a3.6l szakaszokban talalhatok.

4.3. Az[l] fejezet [1. feladata didkszemmel

Volt szerencsém bevinni egy gimnazium 11. osztélyos tanuloihoz a szakdolgozatban targyalt [I] felada-
tot. Egy 17 f6s fakultacios fitcsoportnak adtam oda a feladatot 20 percre. Ez az id§ nagyon kevésnek
tiinhet, de fontos megjegyeznem, hogy elsGsorban nem arra voltam kivancsi, hogy meg tudjék-e oldani,

hanem, hogy milyen 6tletiik tAmad, milyen megoldési iton indulnak el. Azt kértem a didkoktol, hogy
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irjak le par mondatban a gondolataikat, akarmi is legyen az. (Persze, ha az id6 elégnek bizonyult, meg
is oldhatték a feladatot.) A  kisérlet” célja az volt, hogy némi képet kapjunk arrél, hogy a dolgozatban
ismertetett 9 megoldéasi modszer koziil vajon melyik az, amelyik elGszor a didkok eszébe jutna.

Az eredmény természetesen nem lett igazan reprezentativ, hiszen csak egy csoporttal végeztem el
a kisérletet. Viszont néhany érdekes tapasztalatot azért le tudtam vonni.

A legszembetiingbb, hogy akadt két tanulo, akik tudtak derivalni (a csoport még nem tanulta a
differencialszamitéast, viszont 6k ketten mar ismerték ezt a modszert), és ezt a fajta megoldasukat végig
is vezették, és jo végeredményre jutottak. Mindketten leirtak az szakaszban targyalt megoldast, és
egyikiik még (plusz id6t kérve) az szakaszban megemlitett mésik differencidlszamitasos megoldést
is leirta, amelyben a trigonometrikus helyettesitést tudta iigyesen alkalmazni. A t6bbi tanulé elemi
mobdszerekkel probalkozott — kevésbé sikeresen.

Még egy diak volt, aki hidnyos indoklassal, de rajott a helyes megoldéasokra. Elgszér a maximum-
kereséshez a 0 és az 1 szamok behelyettesitésével probalkozott, de végiil talalt olyan helyet, ahol a
2z + 3y kifejezés értéke nagyobb lett, s ezt egyszerten elfogadta maximumnak. Otlete az volt, hogy
taldn az % = % arany esetében lesz maximaélis a kifejezés értéke. Ebbdl z-et kifejezte, s megoldotta a
%yQ + 9% = 1 egyenletet. Viszont pontos megjegyzést fizott a végén a minimumkereséshez, miszerint
azt ugyanigy csinalna, és a maximumérték ellentettjét kapnéd minimumeértéknek.

Més sikeres megoldéas nem sziiletett ebben a csoportban. Harman irték le, hogy maximumkereséshez
pozitiv (vagy 0) szamokkal probalkoznanak, mig minimumkereséshez negativ (vagy 0) szamokkal, de
ez a fajta gondolat nem volt jellemz& a csoportra. A legtobb helyen elsé probalkozasként néhény szam
behelyettesitése szerepelt. Ez esetben mindenki figyelt arra, hogy az x legyen kisebb szam y-nal, hiszen
a kifejezésben kisebb az egylitthatdja. Sokan nem tudtak elengedni azt a gondolatot, hogy a kifejezés
biztosan akkor lesz maximalis, ha x = 0 és y = 1 (vagy z picit nagyobb, mint 0, és y picit kisebb, mint
1), mert probalkozasaik sordn nem talaltak 3-nal nagyobb értékét a kifejezésnek. Ezenkiviil jellemzs
volt még, hogy a feltételbdl kifejezték példaul az y-t, és igy a kérdéses kifejezés mar csak z-t6l fliggdvé
valt. Ekkor lefrtak néhényan, hogy abrazolni kellene a fiiggvényt, hogy lathassuk a minimumot, ami
jo gondolat, de az dbrazolas sajnos nem egyszerd feladat. Ez nem is sikeriilt senkinek. Volt 6t tanulo,
akik jol felismerték, hogy lehetne hasznélni a feladathoz trigonometrikus helyettesitést, de sajnos az
Otletet nem tudtak iigyesen folytatni.

Elgkeriilt egy-egy helyen nevezetes azonossig, derékszogi haromszog, logaritmus, de més oOtlet
nem jutott a tanuldk eszébe. Valoszintileg a tanulok nem hallottak a Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-
egyenlGtlenségrdl, és a koordindtageometriaval sem ismerkedtek még meg mélyebben, ezért a nevezetes
kozepek hasznélata vagy némi trigonometria és diszkriminansvizsgéalat meriilhetett volna fel benniik. De
azok a didkok, akik nem ilyen tipusu (verseny)feladatokhoz vannak szokva, még nemigen talédlkozhattak
ehhez hasonléval.

A kisérletet mégis sikeresnek tartom, mert vilagosan megmutatta, hogy a differencidlszamitas egy
kénnyen alkalmazhat6 eszkoztéar, ha valaki ismeri annak fortélyait. A feladat elemi megoldésai viszont

joval nagyobb kihivast jelentenek egy kozépiskolas didk szémaéra.



Irodalomjegyzék

2]

13l

4]

[5]

6]

17l

18]

19]

[10]

[11]
[12]

[13]

Besenyei Adam: Séta a havon — az ezerarci feladat I-111., KoMalL, 2016/8, 455-461.; 2016/9, 514
525.; 2017/1, 2-7. http://abesenyei.web.elte.hu/publications/homezo.pdf (Utolsd letoltés:
2019. aprilis 1.)

Gémes Margit — Szentmiklossy Zoltan: Bevezetd analizis 1. jegyzet és példatar, elektronikus jegy-
zet, https://margitgemes.web.elte.hu/Peldatar_0SZK/bevaBook.pdf (Utolso letoltés: 2019.
aprilis 1.)

Kiss Emil: Bevezetés az algebraba, Typotex Kiadd, Budapest, 2014.

Kosztolanyi Jozsef — Kovacs Istvan — Pintér Klara — Urban Janos — Vincze Istvan: Matematika
tankonyv, 12. osztaly, Mozaik Kiad6, Szeged, 2011.

Kozépiskolai Matematikai Lapok archivuma, http://db.komal.hu/KomalHU/ (Utols6 megnyités:
2019. aprilis 1.)

Laczkovich Miklos — T. Sés Vera: Valos analizis [-11., Typotex Kiad6, Budapest, 2012.

Major Zoltan: Egy izgalmas szélsGérték-feladat csaldd (Az  izoperimetrikus — prob-
lémakor), szerzdi kiadas, Sopron, 2012. http://major-world.com/0-img-k/
izoperimetrikus-bemutato-peldany.pdf (Utolso letoltés: 2019. aprilis 1.)

Németh Jozsef: Széls6érték-problémék a mindennapi életben, http://eta.bibl.u-szeged.hu/
1800/1/szelsoertek_problemak.pdf (Utolso letoltés: 2019. aprilis 1.)

Polya Gyorgy: Indukcio és Analégia (A matematikai gondolkodas mtivészete 1.), Gondolat Kiadd,
Budapest, 1988.

Posa Lajos: Osszefoglalas (algebra, fiiggvények, szamelmélet, kombinatorika), Miiszaki Konyvki-
ado, Budapest, 1999.

Posa Lajos: Osszefoglalas — Megoldasok, Miiszaki Konyvkiado, Budapest, 1999.
Varga Janos: Bernoulli egyenlStlenségének algebrai bizonyitasa, KoMalL, 2017 /4, 200-201.

Verseny Vizsga Portél, http://versenyvizsga.hu/ (Utols6 megnyitas: 2019. aprilis 1.)

95


http://abesenyei.web.elte.hu/publications/homezo.pdf
https://margitgemes.web.elte.hu/Peldatar_OSZK/bevaBook.pdf
http://db.komal.hu/KomalHU/
http://major-world.com/0-img-k/izoperimetrikus-bemutato-peldany.pdf
http://major-world.com/0-img-k/izoperimetrikus-bemutato-peldany.pdf
http://eta.bibl.u-szeged.hu/1800/1/szelsoertek_problemak.pdf
http://eta.bibl.u-szeged.hu/1800/1/szelsoertek_problemak.pdf
http://versenyvizsga.hu/

	Bevezetés
	Még, még, még – megoldásból sosem elég
	Hasznos észrevételek
	Deriváljunk!
	Egy kis trigonometria
	Színre lép a CBS
	Beköszönnek a közepek
	Megérkezik a négyzetes közép
	Közepes súlyok helyett súlyos közepek
	Hogy jön ide egy paraméteres diszkrimináns?
	Az algebra találkozása a geometriával
	Bemutatkoznak a Lagrange-multiplikátorok

	Maximumkeresés harmadfokon
	Előzetes meggondolások
	Ismét közepek a láthatáron
	UV trükk
	Ismerkedjünk Bernoullival!
	Kilyukadunk a Cardano-formulánál

	Melyik forgáskúp IQ-ja a legnagyobb?
	Általános vs. speciális
	Diszkriminánsra találva
	Deriválni még ezt is lehet
	Ismét feltűnnek a közepek
	Négyzetes középpel furfangosan
	Fordítsuk ki a kérdést!
	Testek IQ versenye

	Módszertani kitekintés
	Kerettantervi környezet
	Egy lehetséges 15 tanórás tematikus terv
	A1fej. fejezet 1. feladata diákszemmel

	Irodalomjegyzék

