Megjegyzések egy versenyfeladat kapcsan

Besenyei Adam
ELTE

A tanarképzo fGiskolak 2001. évi Péter Rozsa matematikaversenyén szerepelt
a kovetkezd feladat, amelyet 2002. aprilisi szamaban a K6MalL is kitiizott:

A wvalds szamok halmazdn értelmezett f fiiggvényre fenndll, hogy ha = € R,
akkor

(1) fla+ 1)+ flz—1) = V2f().

Igazoljuk, hogy f periodikus fiiggvény.
A feladat nem nehéz, megoldasat mi is vazoljuk. A megoldds utan, mint
altalaban, felmeriil a kérdés: lehet-e altalanositani. Ehhez persze fogalmazzuk

meg, mit is értiink altalanositdson! Legyen ¢ valos szam és tekintsiik a valds
szamokon értelmezett f fliggvényt, amelyre minden = € R esetén:

(2) fle+ )+ flz 1) =c- f(x).

Milyen ¢ esetén kovetkezik ebbdl, hogy f periodikus fiiggvény? Mi a helyzet, ha
f-rol megkoveteliink bizonyos tulajdonsagokat, egyéltalan vannak-e (2)-t kielé-
gits ,szép” fiiggvények? A kovetkezSkben ezekre a kérdésekre keressiik a véalaszt.

1. Periodicitas

Oldjuk meg el6szor a konkrét ¢ = /2 értékre a feladatot! Mindenekel6tt az
(1) egyenletet irjuk inkabb a tobbet sejtets f(x+1) = v2f(x)— f(x—1) alakba!
Itt x helyére = + 1-et irva és felhasznalva az eredeti egyenletet a kovetkezét
kapjuk:

flz+2)=V2f(z +1) - f(z) = V2(V2f(2) - flz — 1)) - f(2) =
= f(x) = V2f(x - 1).

Ezek utan irjunk (1)-ben z helyére (x + 2)-t, és hasznaljuk fel az f(z + 2)-re és
f(x + 1)-re vonatkozo Osszefiiggéseket. Ekkor

f@+3)=V2(f@) = V2f@—1) - (V2f@) ~ flz = 1) = —fl—1).

Innen azonnal latszik, hogy f(x +7) = —f(x 4+ 3) = f(z — 1), tehat f valoban
periodikus, egy periédusa a 8.

Az elébbi gondolatmenet az altaldnos esetben is célra vezet. Vegyiik észre
ugyanis, hogy ha rogzitiink egy xo pontot, akkor a (2) fiiggvényegyenlet ismételt
felirasaval, és a korabbi eredményeket figyelembe véve kifejezhetjiik f(xg+n)-et



(n egész szam) f(xo+1) és f(xg) segitségével. Az is nyilvanvald, hogy f(z) és
f(zo + 1) csak egész n-ekre hatarozza meg az xy + n pontokban vett fiiggvény-
értékeket, a tobbi helyeken folvett értékekrsl a feltétel nem mond semmit, tehat
ha x — o nem egész, akkor f(x) tetszleges értéket felvehet. Mindez azt jelenti,
hogy pl. a [0,2) intervallumon tetsz6legesen megadott fliggvény egyértelmiien
meghataroz egy (2)-t teljesits fiiggvényt.

A fentiek alapjan vilagos, hogy amikor a periodicitast vizsgaljuk, akkor al-
talaban csak egész periddusokrél mondhatunk valamit, mert a nem egész tavol-
sagra levs pontokrol semmit sem tudunk. (Az persze nyilvan igaz, hogy ha egy
fiiggvénynek nincs egész periddusa, akkor racionalis sincsen.)

Lassunk hozza a periodicitashoz kapcsolodd kérdések megvalaszoldsahoz!
Rogzitsiik az  valos szamot, ekkor a (2) fiiggvényegyenletben x helyére z+n+1-
et frva (n természetes szam)

f@a+n+2)+ fla+n)=c- flz+n+1)

adodik. A d,, = f(z + n) jeloléssel ez a kovetkezd alakot 6lti:
(3) dn+2 =C- dn+1 — dn

Célunk, hogy meghatarozzuk d,-et n,d; és dy segitségével.

Ha d,, minden dy, d; kezdGérték mellett periodikus ugyanazzal a periédussal,
akkor vilagos, hogy minden (2)-t kielégits fliggvénynek van egész periodusa, és
forditva.

A (3) egyenletet szokas (homogén) mésodrendi linearis rekurzionak nevezni,
igy feladatunk (mint az mar eddig is latszott) nem fiiggvénytani, hanem inkabb
diszkrét matematikai. A rekurziok elméletének teljes felépitése meghaladja ezen
cikk kereteit, ezért most bizonyitas nélkiil csak 6sszefoglalunk néhany eredményt
ebbdl a témakorbdl.

Az apyo2 = a - apy1 + b a, (n termeészetes szam) homogén rekurzidhoz
hozzarendelhetjiik az 2 = axz+b tgynevezett karakterisztikus egyenletet. Ekkor
bizonyithatd, hogy ha ¢; és ¢ a karakterisztikus egyenlet kiilonb6z6 valos gyokei,
akkor a,, = Aq} + Bgj, ahol az n-t6l fiiggetlen A, B konstansok értékét ag és aq
hatarozza meg. Ha ¢1 = ¢q, akkor a,, = Aq'+Bnq}. Az els6 esetben leirt formula
akkor is miikodik (a komplex gy6kokre), ha a karakterisztikus egyenletnek nincs
valés gyoke. Ekkor a komplex szadmok trigonometrikus alakjanak segitségével
a, = Ar™cosna + Br”sinna adodik, ahol r és « a karakterisztikus egyenlet
gyokeibdl szamolhatd, a két egyilitthatd pedig a kezdGértékektdl fiigg.

A rovid elméleti attekintés utan térjiink ra a konkrét esetre, és alkalmazzuk
a fentieket a (3) rekurziora.

1. Allitas. Ha |c| < 2, akkor d,, dltaldnos tagja a kévetkezd:

_ 2sinna 2sin(n — 1«

@) W= e T e

dOa

1
ahol « olyan szdg, melyre cosa = g és sina = 5\/4 — 2.

A fenti allitast, ha méar valaki ,megsugta” nekiink, indukcioval egyszeriien
bizonyithatjuk, ezt most (és a tovabbi két allitas esetében is) mell6zziik. Viszont
ezen Osszefliggés alapjan a periodicitas kérdését mar konnyen megvélaszolhatjuk.



Ha az « szog értéke m-nek raciondlis t6bbszordse, akkor van olyan p egész
szam, melyre pa. = 2k7 (k € N), ésigy d,,+p, = d,, minden n-re a kezdgértékektsl
fliggetleniil. Ebben az esetben tehat f biztosan periodikus, és egy periddusa p.

2
Az (1) egyenlet esetében cosa = sina = — miatt o = Z nyilvan megfelel,

ezért p = 8. Ezzel visszakaptuk (amit mér tudtunk), hogy f egy periodusa a 8.

Konnyen lathato, hogy ha a nem teljesiti a kivant tulajdonsagot, akkor pl. a
dy = 0,d; = 1 kezddértékekkel sosem kapjuk vissza dp-t. Ekkor tehat megad-
hat6 olyan f, amely nem lesz egész érték szerint periodikus. S6t, ennél tobb
is igaz. Megadhato olyan f is, amely egyaltalan nem periodikus, rdadasul még
folytonos is (még akar differencidlhato is lehet). Erre vonatkozoan lasd a cikk
végén talalhato 1. feladatot.

2. Allitas. Ha ¢ = +2, akkor az dltaldnos tag:

dn zn(d1 —do)-i—do, ha c=2,
d, = (—1)"‘1n(d1 + do) + (—l)ndo, ha ¢ = —2.

Vilagos, hogy ¢ = 2 esetén d,, periodicitasdhoz dy = d; sziikséges és elegendd,
ekkor persze d,, konstans sorozat. Ez nyilvan azt jelenti, hogy f-nek csak ugy
lehet egész periddusa, ha barmely két egész tavolsagra 1évé pontban ugyanazt
az értéket veszi fel (tehat a [0,1)-en lévs értékei egyértelmien meghatarozzak
f-et). Az is latszik, hogy a ¢ = 2 esetben f(x) = z teljesiti a fiiggvényegyenletet,
de egyéaltalan nem periodikus.

Hasonl6 a helyzet ¢ = —2 esetén, csak most d; = —d a periddus létezésének
feltétele. Ekkor f(x 4+ 1) = — f(z) minden a-re, vagyis f egy periddusa a 2.

3. Allitas. A |¢| > 2 esetben d,, dltaldnos tagjdra:

(5) Ve —4d, =q"(gdy — do) + ¢~ " (do — ¢ du),
1
ahol ¢ = 3 (c+\/02 —4).

Két részre bontjuk ezt az esetet, tegyiik fel elGszor, hogy ¢ < —2. Ekkor

1
nyilvan = = 1 (¢ — V2 —4) < -1, igy —1 < ¢ < 0. Ez azt jelenti, hogy (5)
q

egyik tagja a 0-hoz tart, a méasik pedig altaldban nem korlatos, igy d,, nem
lehet periodikus. A korlatossaghoz mindenképpen qdy = d; kell. S6t, (5)-ben az
indexelést nem 0-t6l, hanem 1-t6l kezdve qdy = do sziikséges. Az indexek allando
eltolasaval d,, = q"dy adodik, mint sziikséges feltétel. De ez is csak akkor lesz
korlatos, ha dy = 0.

Azt kaptuk, hogy csak d,, = 0 lesz periodikus, igy ¢ < —2 esetén a (2)-t
teljesits fliggvények koziil csak az azonosan 0 fiiggvénynek lesz egész periddusa.
Még egy észrevételiink, hogy ha az f # 0 fiiggvény ¢ < —2 esetén kielégiti a (2)
fiiggvényegyenletet, akkor sem alulrél, sem pedig feliilr6l nem korlatos. Valéban,
ha d,, legalabb egyik kezd&értéke nem nulla, akkor d,, sem alulrol, sem feliilrél
nem korlatos (igy f sem az).

A ¢ > 2 esetet nem részletezziik, teljesen hasonléan beldathato, hogy itt is
csak az azonosan 0 fiiggvénynek lesz egész peridédusa.



Foglaljuk Gssze végiil, mit is tudtunk meg. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény
teljesiti a (2) egyenletet. Ekkor |c| > 2 esetén f nem feltétleniil periodikus. Vi-
szont |c| < 2 esetén ha o az a szog, melyre cosa = §, sina = V4 — ¢ és az &
hanyados racionalis, akkor f biztosan periodikus (mégpedig egész periddussal),
egyébként pedig nem feltétleniil.

Annyit még érdemes megjegyezniink, hogy ha a (2) egyenletben = + ¢ és
x — t szerepel, akkor nyilvan hasonloéan oldhaté meg a feladat. Ekkor persze a

periédus nem egész, hanem a t tobbszorose.

2. Az elemi fiiggvények esete

Most, hogy mér elméletben mindent tudunk a (2)-t kielégits fiiggvényekrdl,
probaljunk megadni ilyen fiiggvényeket. Mint korabban lattuk, a [0, 2) interval-
lumon tetsz6legesen megadott f fiiggvény egyértelmien kiterjed (2)-t teljesitd
fiiggvénnyé. Raadasul, ha f-et a [0, 2]-n folytonosan adjuk meg gy, hogy = = 1-
ben (2) teljesiil, akkor a kiterjesztett f folytonos is lesz (ezt gondoljuk meg).
Neémi erdfeszitéssel f még differencialhatova is tehets (pl. integralfiiggvény).

Erdemes tehét valamilyen erés megszoritast tenniink f-re. Ehhez sziikségiink
van egy 1j fogalomra.

1. Definicié. Az z%, a® (a > 0),sinx, cosz fiigguényekbdl algebrai miveletek-
kel, inverzképzéssel, kompozicioval kapott figguényeket elemi fiiggvényeknek ne-
vezziik.

Van-e (2)-t kielégits elemi fiiggvény? Nyilvan az azonosan 0 fliggvény meg-
felel, ezért azt zarjuk ki. A tovabbiakban nevezziik szép fliggvényeknek a (2)-t
teljesité nemtrivialis elemi fliggvényeket. Keressiink szép fliggvényeket!

A periodicitas miatt a trigonometrikus fiiggvények juthatnak esziinkbe, ezért
vizsgaljuk meg pl. a cos x fiiggvényt. Ehhez sziikségiink lesz a
a—f atp

B COS 9

cosa + cos 3 = 2 cos

Osszefiiggésre. Ebbd] rogton latszik, hogy érdemes f-et cos ax alakban keresniink
(ahol a valés paraméter), ugyanis ekkor az addiciés formula igy alakul:

(6) cosa(x + 1) 4+ cosa(x — 1) = 2cosacosax.

Nyilvanvalo, hogy —2 < ¢ < 2 esetén létezik olyan a # 0 valdés szam, melyre
¢ = 2cosa. Ekkor viszont (6) alapjan cosax szép fiiggvény. (Az a = 0-t nem
véletleniil hagytuk el: cos 0 = 1 trividlis fliggvény.) Ezzel belattuk, hogy minden
—2 < ¢ < 2-re létezik (meglehetSsen egyszerd) szép fiiggvény. Vegyiik észre,
hogy ¢ = \/2 esetén f(x) = cos r% adodik, ennek a 8 valoban periédusa. Annak
belatasat az olvasora bizzuk, hogy a cos x helyett a sin x fliggvény is megfelel.

A fennmarado c-ket két részletben vizsgaljuk. A ¢ > 2 eset konnyd, a ¢ < —2
eset kicsit nehezebb. A rekurzi6 vizsgalatdnél lattuk, hogy ezekben az esetek-
ben f nem lehet korlatos, rdadasul exponencidlisan ng. Kézenfekvd tehat az
exponencialis fiiggvény vizsgélata. Legyen a > 0 és tekintsiik az a” fiiggvényt.
Ekkor

1
(7) et = (a + ) a®.
a



1
Ismert, hogy a pozitiv szdmok halmazan értelmezett a+ — fliggvény értékkészlete
a

a [2,400) intervallum (rddadéasul minden értéket kétszer vesz fel, kivéve a 2-t,

amelyet csak @ = 1-ben). Tehat adott ¢ > 2-re létezik a, melyre ¢ = a + %, s igy
(7) alapjan erre az a-ra az x — a® fliggveény kielégiti a (2) Osszefliggeést. Nyilvan
a ¢ = 2 esetén adodé a = 1 is megfelels, az éppen a konstans 1 fiiggvény.

Hatra van még a ¢ < —2 eset vizsgalata. Vilagos, hogy az exponenciilis
fiiggvény onmagaban nem felel meg, mivel negativ alapu valos kitevGjd hat-
vanyat nem értelmezziik. Masrészt a rekurziobol tudjuk, hogy f tetszélegesen
nagy pozitiv, és tetszélegesen kicsi negativ értékeket is felvesz. Mindezek alapjan
(kis probalkozas utan és intuicié révén) az az tletiink tamadhat, hogy ,kombi-
naljuk” az el6z6 két esetben kapott fiiggvényeket. Tekintsiik tehat az a” cos bx
fiiggvényt, ahol a, b paraméterek értékét késsbb hatérozzuk meg (persze a > 0).
Ekkor

1
a*teosb(x +1) +a” cosb(x — 1) = a” (a cosb(x + 1) + , cos b(x — 1)) .

1 1
Legyen A = 3 (a + ), igy a zéardjelben 1év6 kifejezés a kovetkezdképpen ala-
a
kul:

1
Acosb(x + 1)+ Acosb(x — 1)+ (a — A)cosb(z + 1) — (A— a) cosb(x — 1),

1
ahol nyilvan a — A = A — —. Addicios Osszefiiggéseket alkalmazva ez igy fest:
a

2A cosbcosbxr — 2(a — A) sinbsin bz.

Innen maér latszik, hogy érdemes b értékét m-nek vélasztani, mert igy a masodik
tag eltiinik, az els6ben pedig megjelenik a kivant —1(= cos ) szorzo. Irjuk fel
tehat a kiindulasi egyenletet most mar az a”® cos T fiiggvényre:

1
a® M cosm(z 4+ 1) +a® L eosm(x — 1) = 2A cos mcos T = — <a + > COS TTX.
a

Korabban lattuk, hogy tetszdleges ¢ < —2 esetén van olyan a > 0, melyre
c=—a-— %, ekkor pedig az a” cos mx fiiggvény kielégiti a (2) fiiggvényegyenletet.
Ezzel sikeriilt minden c-re megadnunk szép fliggvényt.

Utolag mér jol latszik, hogy a harom esetben kapott fiiggvények nem is allnak
olyan tavol egymaéstol. Mindegyik a” cos br alaku, csak az egyik esetben a = 1,
a masikban b = 0, a harmadikban pedig b = 7. Ezek alapjan a feladat megol-
dasat kezdhettiik volna azzal, hogy vessziik ezt a fiiggvényt és meghatarozzuk a
paraméterek megfelel§ értékeit. Csak akkor az nem latszott volna, miért éppen
ebbdl a fliiggvénybdl indultunk ki.

3. Feladatok.

Most pedig alljon itt néhany, a fentiekhez kapcsolodo feladat.



1
. Tekintsiik azt a (2)-t ¢ = é—del teljesits f fiiggvényt, melyre f(x) = 2z

a [0, 1] intervallumon és f(x) = 3 — z az [1,2) intervallumon. Bizonyitsuk
be, hogy f nem periodikus folytonos fiiggvény.

. Legyen f olyan valos fiiggvény, amely teljesiti (2)-t. A cikkben megfo-
galmazott allitdsokat felhasznélva adjuk meg f(x — n)-et (n természetes
szém) f(x), f(z — 1) és n segitségével.

. Igaz-e, hogy ha egy fliggvénynek van periédusa, akkor van legkisebb peri-
6dusa is?

. Adjunk meg a valos szamokon értelmezett f (nem konstans) elemi fiigg-
vényt, melyre

fla+1)- flz—1) = f2%().

. Van-e olyan f: R — R (nem konstans) elemi fiiggvény, melyre
fle+1) = flz-1)=c- f(z),

ahol ¢ valés paraméter.

. Igaz-e, hogy minden c valos szam esetén létezik, olyan f: R — R (nem
konstans) elemi fliggvény, amely eleget tesz az alabbi fiiggvényegyenletnek:

fla+1)- flz—1)=c- f(z).



