Bevezetd analizis 2 el6adas

Osztatlan matematikatanér szak 2. félév, 2015. tavasz
12. el6adas (majus 5.)

Az el6adast azzal kezdtem, hogy kimondtam tjra az Osszehasonlité kritériumokat, és aztan iga-
zoltuk is. A bizonyitas a részletosszegek feliilrgl (nem) korlatossdgan és a megfelels iranyu becslésen
mult. Megjegyeztem, hogy az 0 < a, < b, feltételnek elég egy kiiszobtdl kezdve teljesiilni, hiszen a
sor konvergenciaja szempontjabol az Osszegzés kezddindexe lényegtelen. Néztiink két példat: > nQLH
2’;1 < % . % becslésbél és a minorans kritériumbol kovetkezik; tovabba
> 2 i konvergencidjat, amely az 21+ 1 < # becslésbdl és a majorans kritériumbol kovetkezik. Ez-
utan a gyOkkritériummal folytattuk. Ezt harom részben mondtam ki: 1. ha van olyan ¢ < 1, hogy
valamilyen N kiiszobt6l kezdédSen {/a,, < ¢, akkor > a, konvergens; 2. ha lim,_,« {/a, < 1, akkor
> an konvergens; 3. ha lim, o {/a, > 1, akkor ) a, divergens. Az 1. bizonyitdsa a mértani soral
vald Gsszehasonlitason milt; a 2. részbdl kovetkezik az 1. feltételeinek teljesiilése; a 3. feltétele pedig
magéval vonja a trividlis kritérium nemteljesiilését. Rogton megjegyeztem, hogy ha lim,, o {/a, =1,
akkor altalaban se a konvergenciara, se a divergenciara nem kovetkeztethetiink, mert példaul a Z%
és > % sorokra a limesz éppen 1, de az egyik divergens, mig a masik konvergens. Néztiink ezutin
harom példat: ) 5% (ezt Gsszehasonlitoé kritériummal is megvizsgaltuk, de lattuk, hogy ahhoz meg kell
sejteni a konvergenciat), erre a kérdéses limesz 1/2 (feltettem azt a kérdést is, hogy vajon mennyi a

sor Osszege); tovabba megnéztiik a Z( ) sort, amelyre ugyancsak /a, — 2, végil a E - sort

o/

irtam fel és lattuk, hogy a gyokkritérium alkalmazasédhoz ismerni kellene az ~'* sorozat limeszét (ami
egyébként 1/e).

Kovetkezett a hanyados kritérium, amelyet ugyancsak harom részben mondtam ki: 1. ha van olyan
g < 1, hogy valamilyen N kiiszobtdl kezd6dGen a”“ < g, akkor Y a, konvergens; 2. ha lim,,_,~ ":1 <
1, akkor > a, konvergens; 3. ha lim,,_, a"” > 1 akkor > a,, divergens. A blzonyltas ismét a mértani

divergenciéj at, amely az

sorral val6 Osszehasonlithatésdgon mult. Peldakeppen megénztik ajra a y 5 n—,; sort és lattuk, hogy
QZ—T — % Megjegyeztem, hogy ez nem meglepd, mert ha létezik lim;, ;oo /a, és limy, oo a;?, akkor
egyenlGek. Mutattam arra is példat, hogy gyokkritérium alkalmazhat6, de a hanyadoskritérium nem:
ha % + 4% + 2% + 4%1 + ..., akkor példaul ¢ = 2/3 valasztassal teljesiil a gyokkritérium 1. valtozata, de
a’;% akarmilyen nagy értékeket is felvesz. Ennek ellenére a hdnyadoskritériumot célszerd sok esetben
alkalmazni, mert egyszertibb a kérdéses limesz szamolasa.

Ezt kévetSen a kondenzacios kritériumot lattuk be. A bizonyitéas Otlete a harmonikus sor divergen-
cidjanal latott ,stiritéshez” hasonlé volt, alséd és felsG becsléssel. Alkalmazéasképpen igazoltuk, hogy a
hiperharmonikus sorok pontosan a > 1 kitev§ esetén konvergensek.

Végiil a Leibniz-kritérimot targyaltuk a szokasos bizonyitéssal: a részletosszegek egy monoton névs
és egy monoton csokkend részsorozatra bonthatok szét, amelyek kiilonbsége 0-hoz tart, igy a sor kon-
vergens. Példaképpen a > > (— )”Hé sor irtam fel, és jeleztem, hogy kovetkezs 6ran az Osszegét is
meghatarozuk.




