6.

. Tegyiik fel, hogy g € C(R™) korlatos, és legyen ekkor wu(t,z) =

6. feladatsor
II1. éves alkmat parcdiff 2017. tavasz
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a) Bizonyitsuk be, hogy u(0,z) = g(z) minden z € R™ esetén.

b) Tegyiik fel, hogy g € C?(R"), amelyre g,ng,cp)'?g (j = 1,...,n) korlatosak. Mutassuk meg, hogy ekkor
0wy — Au =0 RT x R?-ben.

. Oldjuk meg az aladbbi parabolikus Cauchy-feladatokat!

u(0,2) =z (z €R).

b) Ou— Pu=0 R* x R-ben,
u(0,z) =cosz (x € R).

2) {@u —0?2u=0 R x R-ben,

Legyen n =1, f = 0, és tekintsiik a parabolikus Cauchy-feladatot.

a) Tegyiik fel, hogy g € C(R) korlatos. Igazoljuk, hogy ha g(z) > 0 (z € R), akkor a Cauchy-feladat u megoldasara
u(z) >0 (z € R).

b) Tegyiik fel, hogy g € C%(R) és g, ¢', g" korlatos. Igazoljuk, hogy ha g konvex, akkor minden t > 0 esetén a
Cauchy-feladat u megoldéaséara u(t,-) is konvex.

Bizonyitsuk be, hogy a parabolikus Cauchy-feladat u© megoldasa folytonosan fiigg g-tol a kovetkezé értelemben: ha
91,92 € C(R™) korlatosak, amelyekre |g1(x) — g2(2)] < & (z € R™), akkor a parabolikus Cauchy-feladat megfelel
uy, up megoldasaira |uy (t, ) — ua(t, )| < e ((t,x) € R x R).

Legyen n = 1, f = 0, g € C(R), és tegyiik fel, hogy suppg C [a,b], valamint g|(,; > 0. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor a parabolikus Cauchy-feladat u megoldaséra u(t,z) > 0 minden (¢,z) € RT x R esetén! (Végtelen sebességii
héterjedés)

Legyen g: R? — R folytonos fiiggvény, amelyre 0, g folytonos R?-en. Ertelmezziik az f: R — R fiiggvényt tgy, hogy
flz) = / g(x,y) dy, ahol a € R rogzitett. Mutassuk meg, hogy f’(z) = g(z, ) / O1g(z,y) dy.

a

Tekintsiik a
O —Av=0 R* x R™-ben,
v(0,2) = f(r,z) (v €R")

feladatcsaladot, ahol 7 € ]Rar paraméter. Tegyiik fel, hogy minden 7 € RS“ esetén a feladat v(-,-;7) megoldasara
v, 0, Av € C (Rar x R™ x RS‘ ). Ertelmezziik ekkor az u fiiggvényt a kévetkezSképpen:

¢
u(t,x) = / v(t — 7, x;7)dT.
0

Bizonyitsuk be, hogy d;u—Au = f RTxR"-ben és u(0,z) = 0 (x € R"), azaz u megoldasa a masodik részfeladatnak.
(Duhamel-elv)

Oldjuk meg a kovetkez6 parabolikus Cauchy-feladatokat!

a) Ou—Pu=x+t R' xR-ben,
u(0,x) = e* (x € R).
b) Opu — 40%u +u =e® R x R-ben,
u(0,z) =2> (z € R).



